我 们 伟大 的 祖国 , 为 了 尽早 实现 四 个 现代 化 的 宏伟 大 业 ， 
沉 要 造就 大 批 又 红 又 专 的 、 具 有 高 度 文化 修养 和 现代 科学 姑 
识 的 工业 大 军 、 农 业 大 定 、 入 技 大 军 , 文化 大 军 和 国防 大 军 。 这 
是 一 项 摆 在 全 体 人 民 面 前 的 报 为 艰巨 的 任务 。 人 和 才 的 培养， 
基础 在 教育 。 然而 , 目前 我 国 每 年 只 可 能 吸收 很 小 一 部 分 中 
学 毕业 竺 进入 商 等 院 校 滩 造 ， 大 批 已 经 走 上 或 将 要 走 上 各 逢 
工作 岗位 的 千 千 万 万 青年 人 ， 都 迪 切 到 求学 习 现 代 笠 学 莫 础 
知识 ,以 适当 新 时 斯 的 堵 要 。 所 以 ,在 办 好 高 等 院 校 的 同时 ， 
还 应 尽量 为 那些 不 能 升 入 大 学 或 无 法 离职 进入 大 学 的 青年 提 
供 良 好 的 业余 学 习 条 停 。 为 北 ,上海 科学 技术 出 版 社 编辑 出 
版 < 大 学 莽 础 数学 自学 从 书 >、< 太 学 基础 物理 自学 从 书 » 和 < 大 
学 基础 化 学 自学 全书 >。 

«大 学 基础 数学 自学 类书 > 由 我 们 负责 主编 ,由 北 京 大 学 、 
北京 师范 大 学 和 复旦 大 学 数学 系 有 基教 师 执 笔 编写 。 包 括 < 一 
元 函数 微分 学 >、< 一 元 函数 积分 学 >、< 多 元 函数 做 积 分 >、 组 
数 ?< 空间 解析 几何 > .< 高 符 代 数 w ,< 复 变 函 将 论 基础 >、 铝 徽 
分 方程 基础 >、《 概 率 褒 与 数理 统计 基础 >、< 有 限 数学 引 论 >、 
< 初等 微分 几何 > 等 共 十 一 御 ,可 供 具有 祖 当 于 高 中 文化 程度 、 
有 志 于 自学 大 学 教学 课程 的 广大 读者 使 用 。 

本 < 从 书 > 是 -一 套 大 学 涤 础 谋 的 自学 读物， 与 中 学 程度 的 
«数理 化 自学 类书 > 禄 衔接 。 为 了 使 自学 读者 在 没有 找 师 讲课 
的 条 件 下 读 懂 .学 好 , 关内 容 选取 和 编排 不 同 于 一 般 的 大 学 课 


一 - 于 -一 


灾 。 文 字 斤 六 用 漠 谋 的 形 臣 书写: 蜂 念 引入 尽量 从 具体 的 , 通 
俗 的 地 证 入 平 . 深 步 深入 :内 容 安 菲 抓 信 重点 ， 讲 深 讲 透 。 为 
了 对 读者 解 是 有 所 上 启发: 巩 国 本 学 的 臣 避 知识 等 ,文中 举 有 较 
多 的 例题 ; 凡 估 计 读 者 容易 发 生 国 难 的 记 方 , 尽量 给 予 必 要 的 
分 析 。 习 是 、 例 题 均 按 章 分 芳 安 午 ， 刺 后 附 有 习题 答案 或 提 
示 。 每 册 之 首都 有 纺 者 蝎 话 . 沸 导 读者 自学 全 书 。 总 之 , 想 尽 
可 能 减少 自学 中 的 困难 。 

自学 , 时 间 总 比 在 校 学 习 紧 得 多。 要 自学 有 成 喜 , 澧 什 公 
“ 读 窃 "如果 有 的 话 , 那 就 是 “多 思考 , 名 练习 , 熟 能 生 巧 ”。 

学 习 必 须 从 自己 的 实际 水 至 出 发 ， 学 每 本 书 要 有 一 定 的 
基础 。 选 读 蝗 序 可 根据 编者 的 话 的 寿 导 进行 。 有 志 者 ， 事 亮 
成 。 希 望 广 天 读者 循序 渐进 . 洗 之 以 恒 、 铀 而 不 售 地 学 习 。 属 
大 家 和 努力 学 好 。 

< 具 节 > 编 审 过 程 中 每 到 了 北京 大 学 数学 系 、 北 京师 范 大 

数学 系 、 复 旦 大 学 就学 菜 和 北京 尖 范 学 院 小 学 系 领导 的 大 
力 支 持 许多 同 世 参加 了 找 钢 、 衬 稿 的 潮 论 ， 闪 加 供 了 宝 走 的 
意见 ; 编 扔 者 和 审 稿 人 为 “名 书 " 计 出 了 壹 勤 的 劳动 , 谨 此 一 并 
致谢 。 

出 于 < 丛书? 编写 和 出 版 的 时 间 含 促 , 难 免 有 证 点 和 错误 ， 
希望 读者 不 宫 赐 载 ! 


江 泽 酒 赵 慈 庚 
于 七 只 天 学 营 离 加 “于 北京 师范 本 学 工 五 柑 
Js 年 工 月 


编者 的 话 


让 我 们 生活 的 世界 中 ， 浆 在 着 种 各 样 的 党 滑 曲 线 和 站 
面 ,如 ， 飞 机、 轮船 、 汽 牢 . 沾 输 、 目 西 辊 ~、 杞 振 滨 面 , 沪 这 屋顶 ,等 
特 。 为 了 设计 在 制造 演 些 从 形 复 索 的 关 品 ， 就 需要 掌握 这 类 
曲线 名 项 面 的 几何 手 质 ， 纪 党 积分 为 工具 来 研究 光滑 曲线 和 
曲 夯 的 局 部 几何 性 质 的 激 学 分 对 ,就 是 微分 几何 . 

本 书 和 包括 空间 曲线 论 和 曲面 论 两 章 ， 在 这 里 讨论 的 都 是 
曲线 和 和 曲面 的 局 六 性 质 ， 最 后 安排 一 车 附录 : 卵 形 线 , 则 是 讨 
论 平 画 上 一 类 廿 闭 昌 线 的 整体 性 慎 。 对 于 初学 的 读者 实说， 
附录 和 打 有 * 号 的 部 段 , 不妨 是 而 不 读 , 另外 ,对 第 一 章 第 七 节 
特殊 空间 曲线 和 季 二 齐 人 党 扒 攻 特殊 曲面 两 书 , 也 可 暂且 不 学 ， 
这 未 会 影响 到 整个 课程 的 完整 性 . 

跌 然 是 白 学 犯 材 ,总 是 希望 无 吨 自 通 、 因 此 , 我 们 在 内 容 
的 编排 上 , 突出 微分 几何 的 苇 率 知识 和 忒 本 方 法 ,并 且 办 求 阐 
上 有明 直 观 , 通俗 曙 懂 ， 汽 此 , 编写 了 束 多 的 例题 疗 习 题 , 它们 大 
客 证 训 泪 的 ,但 又 是 重 权 让 

本 书 的 另 一 特点 是 往往 语 疙 何在 工程 技术 中 的 应 用 ， 
我 们 从 交 量 的 湛 师 应 用 中 芝 用 了 许多 实例 ， 其 中 一 些 例子 就 
是 作 亲 外 和 下 入 市 包公 用 研究 吉 加 向 次 久 | 状 望 读者 
通 这 自 堂 ， 水 但 能 掌握 答 分 苇 何 的 基本 知识 和 基本 方法 ， 耐 
县 培养 一 些 自己 动手 .后 决 实 昧 间 题 的 能 力 ， 

本 韦 可 供 责 年 读者 尊 工 程 技术 人 员 自 学 参考 之 用 ， 也 可 


号 和 


中 


作为 工科 院 锐 有 美 专 六, 包 认 综 空 . 齐 侣 ,汽车 ,机 要 等 专业 的 
计算 机 请 点 设计 和 辅 点 制造 (CAD 芭 CAMD 课程 的 基础 教材 
或 参考 书 . 
苏 步 青 ” 刘 最 元 
于 复 口 大 党 
31983 年 10 月 
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空间 曲线 论 


我 们 所 接触 到 的 空间 , 大 至 字 宙 , 小 至 细胞 , 其 中 都 充 清 
着 五 光 十 色 , 变 幻 纷 杂 的 电线 ， 诸 如 太阳 系 行星 的 轨道 , 飞机 
的 航道 , 扒 山 师 驳 的 公路 ,沙发 里 的 弹簧 ,织物 图 案 人 往 绞 ,齿轮 
和 吃 轮 的 轮廓 ,生命 小传 物质 DNA 的 双 螺 旋 结 构 , 等 等 , 

在 人 们 接触 到 的 曲线 中 ,最 入 单 的 要 算是 直线 和 加 了 . 这 
些 曲线 是 初等 平面 儿 何 中 讨论 的 对 象 ， 其 次 较为 复杂 的 此 
线 是 二 次 山 线 , 即 栖 晤 . 双 昌 线 和 抛物线 ， 这 些 已 经 在 平面 解 - 
析 正 人情 里 学 避 过 ,讨论 的 方法 是 用 上 坐标 和 一 元 二 次 代数 方程 , 
”对 于 更 复杂 的 期 线 ， 仅 仅 昨 初等 代数 一 般 是 不 能 解决 癌 
题 的 ， 研究 更 赴 一 般 的 光滑 曙 线 的 拖 何 性 大, 微 积 分 则 是 有 
力 的 工具 .在 这 一 章 里 , 我 们 就 用 微 积分 来 推导 三 个 刻 划 一 
条 空间 曲线 九 何 性 闫 的 基本 几何 是 , 就 是 驱 长 . 此 率 和 挠 率 ， 
然后 运用 曲线 上 的 落 动 标 捍 作为 基本 图 形 ， 对 所 种 典型 的 空 
亲 曲 线 和 平手 曲线 进行 讨论， 

国 简 幅 记 限 , 本 愉 仅 公 介 绍 则 绕 的 局 部 虱 质 ， 从 一 条 赴 
线 的 局 部 性 质 如 何 推导 其 整 条 里 线 的 性质 ， 这 方面 的 研究 即 、 
所 请 整体 理论 , 则 是 近代 发 展 起 来 的 , 由 于 自学 读者 还 同 泛 许 
多 基础 知识 , 这 里 就 一 概 从 了 团 ， 


第 一 节 “空间 曲线 的 表示 式 
1.1 参 教 方 稳 0 


”在 微 积 分 课程 里 ,我 们 男 永 狂 
y— f(r) 
由 示 一 条 平面 上 的 曲线 ， 这 朱 (wx, 妥 是 一 点 的 宜 角 华 标 ， 这 
种 表示 式 具 有 形式 简单 ,计算 便利 等 优点 ,但 不 家 于 研究 曲线 
自身 的 儿 何 性 质 ， 这 芋 因 为 它 有 二 个 缺点 ， 第 一 ， 人 


状 关 十 z、 六 不 对 称 ; 第 二 , 在 切线 平行 二 yy 轴 芍 点 ， 导数 型 


认为 无 汰 大 ; 第 三 , 当 平 行 二 3 轴 的 直线 和 所 论 的 在线 相 淆 闻 
两 点 以 土 时 , (2) 成 为 多 什 函 数 ， 
` 田 外 一 种 串 示 平面 曲线 的 方法 ,是 用 形 如 
Fiw, y) =—0 

的 隐 函 数 方程 部 间 上 一 种 表示 式 一 样 ， 这 种 形式 计 份 地 依 闵 
于 举 标 系 的 选择. 就 是 说 : 用 一 - 套 坐 标 系 , 就 有 一 夸 商 数 的 素 
示 ， .但 归 辣 级 的 几何 入 大 要 本 个 依 雪 于 变频 蚂 的 选择 这 就 
是 缺陷 . 

. 同样 ， 一 条 空间 志 线 的 表示 区 是 
a i { fm) i . i 
Fg, y, 4)—0 

或 {oe y, 0 一品 . 
每 一 组 方程 都 巧 把- 条 空间 曙 线 作为 两 个 曲面 的 交 线 ， 前 者 
特别 看 作 两 个 柱 画 的 交 线 而 表 成 的 ， 用 这 些 表 示 式 研究 空间 
三 线 , 势必 引起 形式 不 对 称 和 计算 烦 开 等 缺点 . 

为 了 避免 这 些 缺 点 , 我 们 经 常 采 用 参数 方程 


一 出 人 
| (at 的 (1.1) 
Wt 了 . 


走 示 一 条 空间 曲线 , 其 中 心 , 沁 纪 表示 上 明 线 上 一 点 在 右手 系 站 
角 举 标 系 下 的 坐标 ,其 中 居 参 数 ， 

如 时 把 1 站 成 时 间 ， 闭 未 所 论 的 曲线 可 以 看 成 是 空间 质 
点 具 时 族 4 到 5 之 疗 的 运动 轨迹 ， 不 过 ,一 般 说 米 , # 不 上 县 有 
时 间 这 个 物理 忆 义 ,而 县 它 的 选择 不 是 歇 一 的 .例如 ,对 了 ]'` 参 
粕 变换 f 一 aw 十 C6、$ 是 常数 ) ,方程 这 .1 的 各 本数 将 改 普 形 
式 , 而 上 出线 本 上 身 形 状 并 不 改变 . 

读者 已 经 在 解 慎 儿 倍 深 程 中 学 过 平 面 项 线 的 参数 方程 

上 (get), (1.2) 
yt) | . 
现在 仅 举 复习 用 的 几 个 斌 子 如 下 ， 

【全 1]】 辐 ( 如 图 -1) 

联 申 心 在 坐标 原点 ， 兴 径 为 & 的 鸯 有 如 下 三 种 表示 的 六 
程 ， 

UL 尼 函 数 埋 示 . 

Y= VO (gedu) 下 平 问 ; 

下 兴国， 

《2) 隐 羡 数 表 示 


十 入 二 0， 
(3) 参数 表示 
"| 


TY 


和 


也 一 GOC0S 世 
| _ (Dt 2T), 
y= 
【网 名 阿 基 米 德 嵌 线 (如 图 1-23) 
设 好 ,用 为 一 点 的 极 坐 标 ， 由 方程 
P= 《0<sp< 十 co 在 是 常数 ) 
表示 的 有 线 叫做 阿 基 汶 德 尝 线 ， 
阿 基 米 德 螺 线 在 直 前 举 标 系 下 的 方程 是 
w= von 
| [2% Bing 
[ 例 习 ”直线 (如 图 1-3) 
设 空间 一 条 直线 过 点 有 U0two, Wo, 20)， 它 移 方 向 为 
人 ra n)， 这 条 直线 的 参数 方程 是 ' 


太一 To 本 | 
y=ot mt (ot oo). 


2 二 20 十 80 


(O00 -00)., 


【 例 41 图 柱 赃 弘 (< 如 图 1-4) 

当空 间 一 动 点 络 2 轴 作 等 带 旋 扰 ， 并 洛 “ 轴 方 向 作 等 带 
移动 时 , 客 所 王 成 的 轨迹 就 是 也 柱 曙 铸 . 为 了 瑟 出 它 的 参数 
和 


方程 ， 设 名 为 动 点 卫 绕 2 钠 的 旋转 速度 (常数 ), "为 圆柱 的 
半径 , Bp 为 卫 沿 zz 轴 的 运动 速 嵌 ， 则 动 点 忆 从 点 Potr, 9,0) 
出 发 ,经 过 时 间 二 后 的 位 置 坐 标 m 2 可 以 圾 不 


站 一 下 OB cot 
Y=78not 【一 ccc 十 oo] 


| z= bt 
从 此 消去 参数 二 便 得 到 这 曲名 的 隐 函 数 央 示 : 


已 二 
二 【一 全 二 2 二 


地 二 1 一 
卫 


1. 室 ”向量 方 程 


设 右 手 直 角 举 标 系 0 好 中 的 坐标 车 向 量 蚌 元 下 
我 们 可 把 曲线 的 参数 方 各 4. 了 ) 瑟 成 问世 方程 


二 人 (1 .3) 
式 中 
Pt kk (1 .4) 
忧 岩 曲线 上 点 的 位 置身 访 ， 
r= yt 7 EF {1.6) 


称 为 关于 变量 卫 的 向 曹 劝 芍 。 上 式 常 常 简 写成 个 述 分 量 表 未 
趟 
PD), YD, x }. {1.6 
事实 工 , 我 们 可 以 把 向 三 册 数 7(D 看 成 三 个 独立 的 有 序数 量 
函数 的 绅 写 . 
对 于 落 在 外 于 本 二 的 平面 曲线 , (名 式 丰 为 
PD {rt VO}. 


时 轨 到 


“下 例 ] 证 明 向 量 方程 
Fe 0n -i Dsintf 
家 示 帆 加 (如 图 1- 外， 
国 为 此 时 
wao0ut, y—baint, 
所 以 消去 宇 的 结果 是 


i 2 
wt bl 


习 题 一 


1 斌 写 出 下 列 可 而 千 线 的 一 各 乱 妇 方程 
人 


: 人 i 
[Er yy 2 
£2 - 一 十 一 == 1 
(3) 如 Bs 


(4) i go . 
2， 抬 下 列 平 宙 曙 线 的 参 共 方 信 化 为 隐 甸 数 方程， 并 说 明 是 什么 贬 红 


mil [w=3—2: 
1 9 GD 2 
Y= i 9 一 1 二- : 
工 -- 庆 
空 二 刘 辣 - 一 一 一 
《3) 41- 1 十 好 cy) sb 
y= 了 [ 时 二 加 十 总 撕 计 


2 四 作 平 而 昌 纺 的 本 人 全 方 种 估 汪 参数 方程 人 人为 娄 ) 
CD 对 数 旦 线 一 aere 


《3) 天 可 米 德 因 线 res 有 


人 - 


GD) 圆柱 面 与 半 面 的 蕉 各 


| 2 一-W3=- 工 


“4. 写 山 下 列 室 间 同 线 的 者 委 数 方程 


li s=1: 
2) 圆柱 商 与 球 耐 的 安 乒 
Cp—1)3 y=1 
Lx? yo 和 
5， 证明; 
ruti-iid {~ 00 + oo) 
是 直线 ， 
8， 证 出 ; 
人 一 井下 十 下 《一 st 十 oo 
者 示 一 条 抛 锣 线 ; 
(2 一 人 
丧 示 一 条 双 潜 线 , 式 中 


chi 二 (entie shte (0-4) 
做 融 双 曲 函 数 ， 


第 二 节 向 量 郴 数 


商量 函数 的 代数 运算 和 分 析 运 算 臣 微分 儿 何 的 基本 工 其 
之 一 ， 我 们 在 本 节 先 简 间 复习 一 下 向 量 的 代数 返 算 , 然后 对 
向 时 浅 数 引进 微分 和 积分 的 概念 以 及 它们 的 运算 法 则 . 


号 ,1 向 重 代 数 


我 们 在 空间 采用 右手 系 直 角 举 标 系 Owyz、 设 单位 坐标 
鞍 向 量 为 83， 上， 那 术 , 对 于 空间 任 一 点 着 Cw, 就 有 对 
应 的 向 最 _ 

十 


称 汐 寻 前 位 置 训 晤 《向 各)， 反 过 来 ， 已 知 -: 个 位 置 向 量 ** 
寺 ， 便 得 到 它 的 终点 型 (2 gy, 各 与 之 对 应 ， 这 样 ， 我 们 就 在 
点 与 向 量 之 冯 建 立 了 一 一 的 对 点 ， 在 这 个 意义 下 , 我 们 今后 
可 以 把 点 覃 他 , gy 入 各 对 应 的 位 置 向 是 个 = 始 十 88 十 呈 等 
同 起 来 ,不 加 区 别 ， 向 量 ? 也 是 简写 成 
Le 

一 般 地 说 ,向 量 的 起 点 卫 不 一 定 是 举 标 原点 这 时 , 向 

其 = 了 了 的 定义 如 下 ， 
VO— (wv wdt wy- yo FH (2— nk, 

或 写成 P= {rm— Zo, Y -Yo, 2— 0}, 
式 中 (tro， Yo, 20) 是 了 点 的 华 标 ， 

我 们 称 辣 通 的 实数 或 复数 为 笋 吕 ， 用 以 区 咽 向 量 ， 称 
J 一 Bo 9 一 yo, 2 一 20 为 疝 屋 台 的 分 便 ,它们 都 是 数量 ,特别 是 ， 
位 置 向 量 ?的 分 景 是 终点 下 的 灌 标 多 ,YY 2 

在 解析 儿 何 课 释 中 ， 读 专 已 经 熟 悉 了 有 美 疝 量 的 各 种 代 
数 运 算 . 在 这 里 ,作为 复习 ,我 们 不 吉 证 明 地 列 出 其 中 最 主要 
的 一 些 事实 ， 

设 和 .此 为 实数 ， 
一 {2 ,和 

Pi {ds Hs, 1 ,i 

1 向 旱 的 长 度 和 和 二 向 量 的 天 前 

中 定义 何 量 的 长 度 为 

| I . 
”人 @ 设 非 零 的 二 向 建 7.rs 间 的 夹 角 为 0(0<h<m), 


i 
ee 


六 丕 ,二 向 量 Fj #4 王 实 的 条 件 是 
P10. 
辐 三 个 分 全 前 是 0 的 向 量 屎 为 替身 量 ,并 记 作 0 或 单 作 
0， 风 此 , 多 为 堆 问 量 的 条 人 狂 是 
17 | 一 0. 
二 长 度 汶 计 的 向 量 称 为 单位 向 量 ， 苦 [| =#0, 则 


oe__* 


ir 
是 和 玫 同 方向 的 单位 尚 记 . 
2. 向 量 的 代数 到 算 中 的 名 种 定 凡 
中 二 向 晤 之 和 
人 1 十 六 一 11 十 -2o，Hi 十 Ya, 让 十 Zo}。 
加 一 :个 向 晤 与 数 合 的 数 梯 辣 最 
六 
回 二 向 基 的 数 积 《内 怕人 
Fo ia id 212, 
加 二 向 量 的 硒 和 集 积 ( 外 各》 
I 
Ww Yi 
1x ,| 
它 是 同时 恒 直 于 六 和 个: 的 一 个 向 最 ， 目 fo, i 广 
向 量 构 威 右 于 系 ， 从 此 得 知 ,二 向 入 7、 ma 平行 的 条 件 为 


Ti 0, 


FX Po 


383. 运算 法 则 | 
从 上 述 定 名 易 证 ， 下 襄 洋 则 成 立 ， 
全 猪 售 律 1 
CLP) Gr 


(人) 十 各 3 一 和 二 《和 3 十 他 5， 
EE 一 下 《人 1 省] 
天) 
名 分 配 律 
MF, 
NP a + Pa, 
CE i RE 
FT 
@@ 交换 律 | | 
it = Fa tT 
fis Ta, | 
ET 一 省 汉 信 1 ( 反 交换 律 )， . 
4. 混合 积 和 双重 向量 积 
QD 混合 积 : 
二 了 上 
CF Pa, Fe) PP) | 0 
| 。 Ye %3 
有 边 行 列 咎 过 了 其 以 Fa 三 
条 楼 的 平行 六 面体 的 有 加 体积 (和 图 
1-6), 昌 这 行列 式 的 绝对 伪 苔 其 体 
积 ， 它 的 符号 决定 于 三 向 量 的 施 


图 了 疝 : 
Ti, Ts, Ts 成 右手 系 ， .>0.- 
当 Pa 共 面 ， ,Fa, |- . 
1 左手 系 ， <0. 
从 行列 式 的 性 后 宰 到 ， 


CF i+ Pa, Fs, Ps) = CP, Fa, Pa) + Fs, fs, Ta), 
{Pi, Fo Fa) = (Fe, Fs, Fi1) = (Pg, Le 
一 ri Ta, Ts) = — (Fa, Fi, Fs) 
一 — Ts, To, FO. 
后 双重 向量 积 法 则 
(PI Po) KF CF) a Fa Fo), 


它 是 向 量 Pa 和 二, 的 线性 组 合 . 


加 起 档 闭 时 恒等式 
地 1 2 | 
CP Pa Fs | ， 
:FFs FT 


特别 , 当 各 一 fs， 一个: 时 ,上 起 碟 为 


CP A T(r, 


习 题 二 


于 ， 试 证 : 
ty iaxhbixtcxd= i b, de— tio, b, eld; 
(29) bh, e, da ec, dy obiid, a, bic (qa, b, cd=0 
(3) a ga Bi Hy, CY eu) | 
— a ga bei bys Cs Ca a Ga bi bs, C1 ca)s 
《和 i b, bie, ca;—ia, b, ce) 时 
DY eth, Bie, cia de, be); 
(HY Lm, hb, Mg 十 具有 一 【下 CC) 
{7) faxbxectibxc} xattexa) b=. 
2. 已 知 向 最 o 上 5, 斌 证; 
ox lax[sx{tgxb)li~|alb, . 
3. 役 axbtbxcticxa=), 
广 济 三 向 量 aa Bc 是 共 平 圆 的， 
*， 证 明 


rl Fo FG TI 基于 Fg Tl (arayr XK Fo, 


,和 


仿 , 全 ”向 年 函数 的 极限 
1 向量 函数 
设 一 个 向 量 fF 的 三 个 分 明 者 是 的 陪 数 , 即 

r= {0), yoo, DT (tseb), 

虱 末 , 称 它 为 向 量 享 数 , 并 记 作 了 ?(). : 
特别 是 汝 了 (与 所 无 关 时 , 则 称 汶 常 向 量 . 
.极限 
设 fo= {wo， go za 是 第 向 二 ,而 及 

Wnlr 一 ro 0 


那 末 ,我 们 说 ， 当 tb 时, ?四 趋 寺 极限 0， 并 县 记 为 ” 
Him rt) “mm (2.1) 
从 定义 
[rt —rol 
一 AT 一 二 十 更 yol + 0 tej" 
容易 看 出 , 条件 侧 , 匀 不 外 乎 是 四 
lin 2(t) =m, lim yt) =, Dm} ~ {2.2) 
因此 , 给. 力 式 也 可 以 写 或 
limr oD) = {mw Hm yD), HmeD}. (3.9 
这 说 明 ， 向 量 水 数 趋 于 极限 +,， 同 它 的 每 个 分 量 消 数 扑 
于 极限 的 相应 分 量 是 等 价 的 ， 所 以 , 对 向 量 函 数 的 极 痕 的 研 
究 , 可 以 简单 地 转化 为 对 它 的 每 个 分 量 函 数 的 极限 的 研究 , 按 
照 这 种 事实 , 我 们 不 难 证明 极 限 运 年 有 关 的 性 质 如 下 ， 
D lm Dr ima) mr (2.4) 


B Hm Lin rt lim ra .5) 


"TT 


但 lim EE -- lim gs Cr lim Ft) ‘2,6) 
DD limfratt: x rst) lm rt) x lim Fat), {2.7) 
在 这 里 , 我 们 仪 对 性 质 人 D 第 以 证 明 , 其 余 的 镭 给 读者 作 
为 练习 之 用 . 
(1) 直 搂 从 定义 出 安 ， 
记 和) 一 li 和 站 ， mo 一 1im P(t), 
山 [DP 一 入 oo 
| PY DF) + RP oro) | 
Nr | + | bl: | fol, 
当 tr> 加 时 ,我 们 有 
[FO 一 ro >0, ix( 芍 一 2o[ 一 >0， 
(| 让 妈 的 邻 城 里 是 有 界 的 .因而 
[DP iorol—0, 
即 : lim A FO = Noro, 


(2) 第 二 种 证 法 ， 向 最 函数 的 极限 可 以 化 为 才 分 量 的 执 
限 , 所 以 
‘lim DD ODI 
= lim DN SND, ODN, hz(} 
~ {Ym[X(A (DY, limEX(GDO9CD]， Hm{s (Ce)2(0)1} 
— {lim A (Dlim ws(), lim s(t lim y(t), 
lim MD lim 2(2)} 
一 Im Mt {ir zt), Hm yg), lim 和 [下 了 


-= Jim A lim F(t), 
t+i, Lad 


时 半 光 * 


8， 和 连续 性 

. 若 忆 . 妆 式 中 的 极限 
本 Fo—F to) ~ {x{to), ylto), zx{101}, 
则 称 下 人 在 如 连续 ， 从 避 , 人 看 由 ,向 景 孙 数 下 ( 拉 在 连续 ， 
等 价 于 它 的 每 个 分 量 函 数 xx( 台 ,9 ，g( 介 部 在 如 连续 . 

利用 上 上 述 四 条 极限 运 沉 性 质 ， 我 们 立即 看 出 ， 当 数量 函 
数 %(#) 和 商量 丽 数 的， 人 六，ra( 仿 都 在 如 连续 时 , 则 向 
量 孙 数 入 CDF, (人 十 ?ro 从, (有) xfs()}y 和 数量 函数 
ga: 有 -ms 全 也 都 在 如 连续. 

如 采 向 量 函 数 介 在 区 亲 (e, 分 中 每 一 点 连续 ， 出 称 
(办 在 区 间 (&, 5) 连续 。 以 了 (的 作为 动 点 了 (从 的 位 置 问 量 
时 , 三 (四 的 轨迹 称 消 连续 曲线 ， 


分 .号 ”向量 更 数 的 微分 
1 ,向量 的 导数 
若 极 限 


Lim Ttot dA) 一人 人 
EF Haha 


At {to 七 {&, Db) } 


存在 , 则 称 向 量 消 数 在 b 可 答 ， 这 个 极限 岂 做 下 ( 划 在 如 的 乎 
数 , 也 称 导 向 量 ( 注 意 ， 向 语 孙 数 的 “导数 "不 是 数 妈 ,而 是 向 


量 )， 记 为 子 (t) 或 (7 ) ， 


+a- (TT) - ps - Flo :et 一 A 一 池 (2.8) 


ot 由- 
从 极限 的 定义 从 .了 和 它 的 等 价 条 样 人 2. 久 看 内， 
0) {ry, yay, 2 ) 上 {2.9) 


式 中 (io) - 区 | ， 等 等 


5 语 旭 


» 


着 7 人 0 在 (9, 人 中 每 一 点 都 可 微 ， 则 称 7C0) 在 区 站 
tq, 加 可 和 要， 

作为 练习 , 请 读 漠 自己 验证 下 列 求 导 公 式 ， 这些 方法 可 
以 直接 从 定义 证 明 , 也 可 以 分 解 成 向 量 的 导数 来 证 明 。 今 后 ， 
在 个 数 混 清 的 稍 况 二 ,把 区 站 记 为 全。 


A a 
1 NF = 
由 Br 
+ 全 全 > 

一、 CT 一 
人 《 i Py, a nt ” 
[ey 娃 (er 和 Ci Fr i Fs 

HY fd 

tt oF 

C9 a CF Fa) 一 及 兴 他 5 十 Ts 


怀 
CP, Fe, [| ) 


dt 
一 全 Ye, + (rm, 霹 本 < 
二 (ra Ty, ra ), 
昌 复合 向 晤 函数 学 一 多 (的 让 一 不 2 。 


dr _ar dt 
和 大 Ez 


这 些 公式 的 表示 蕊 式 和 证 明 广 法则 微 积 分 中 关于 数量 函 
数 的 相应 公式 要 同 。 但 是 需要 注意 ， 向量 积 闻 向 量 的 次 序 在 
基 , 因 此 上 述 公式 生 和 加 中 的 次 序 不 能 随意 交换 . 
2. 向量 的 微分 : 
向 全 dr = 
称 为 向 景 函 数 六 的 的 币 分 ， 从 微 和 分 担 知 
dr {dr, dy, de}, 


总 


加 请 要 所 


” 旬 ， 高 阶 导 函数 
向 量 话 数 六 (部 的 导数 叫做 重量 函数 了 (四 的 二 阶 重 昂 数 ， 
记 作 字 (， 更 高 阶 的 导 画 数 依 此 类 推 ， 我 们 有 


‘nm) . 
了 的 一 fa yD, #9}, 


若 向 量 函 数 7() 上 有 一 直到 nn 阶 的 连续 导 画 数 个 (办 ,我 
们 就 称 了 人 为 Cn" 阶 向 量 画 娄 ， 记 作 y(DEOr。， 容易 大 出， 
向 量 函 数 了 (人 ) EC" 的 条 件 就 是 它 的 每 一 个 分 量 2( 抱 9(D， 
z( 信 ECOn， 也 就 是 2( 信 、y(D)、z( 四 具有 直到 %% 阶 的 连续 导 函 
数 。 特 别 是 , 当 nm 一 0 时 , f (2) 是 连续 的 向 量 浮 数 。 

微分 几何 中 研究 的 向 量 函数 ， 一 般 是 被 假定 为 在 所 需要 
的 阶 数 内 是 可 微 的 ， 这 是 为 了 要 讨论 图 形 的 更 多 的 几何 性 
质 ， 

和 .向量 函 数 的 展开 

当 向 量 丁 数 (6) EC" 时 , 它 可 以 展开 为 下 列 形式 。 


TE AD Fd) 4D dt C+ 
+ Er di)"tenlt, 的 (0 


其 中 
lim estt, A =0. 


_ 为 了 前 明 这 一 事实 , 只 要 对 向 量 丽 数 
riry Ft k 
及 每 一 个 分 量 按 泰 勒 公式 展开 为 


十 人) 一 as 的 十 友 昌 形 十 寺 - 芭 的 (42 二 : 
1 地 
tir At) LAD™, 


Ek- 


yt A YD TD +) AF 


-i i) Ct 
gE A 的 -1 St) CA 


1 EdD, 


其 中 下， 各， 妇 是 三 个 得 上 与 古寺 之 阿 的 倩 ， 二 泪 成 男 定 恰 。 
从 此 得 出 
工 


MO 


十 - 工 - RA ", 
9.1 


式 中 已 令 。 R=2(4)it Wh CE 
然而 ,Fr(D EC 00 3、 2 人 都 是 的 连续 画 数 , 而 
tz, ts 部 在 与 十 2 之 辣 , 讲 以 


lim 将 ， -lmzdto + lm Ys) lim Co) Ek 


di 


= 世人 i nFt CD 
《TH 


-P00). 
固 些 ,把 上 式 中 的 县 , 写 沾 

加 人 mle td) ， 
年 导出 所 要 证 明 的 展开 民 . 


注意 ，BR。 一 能 个 入 时 成 TN tt 十 二) 的 样式 ， 这 
是 因为 ,的 三 个 分 量 盆 别 取 什 于 刀 . 声 , fs， 而 它们 一 艇 是 
不 相等 的 ”这 一 点 同 数 旺 函 狼 的 泰勒 公关 不 一样 


-Fs 


号 .4 向 量 函数 的 积分 


对 于 结 定 的 向 量 丽 数 7 车 存在 向 量 函 数 如 (办 ， 它 的 
导 汞 数 
Rt) 一 了 全， 
则 称 最 信 为 PD 的 一 个 原 滞 数 . 同 数 基 范 数 一 样 , 若 吾 全 
是 7 人 9 的 一 个 原 通 数 , 则 任何 的 诛 孙 数 同 屁 (加 只 差 一 个 常 癌 
量 灵 人 的 全 体 原 函 效 召 ( 坟 十 王 称 为 中 从 的 不 定 积分 , 记 
成 


{ra= 本 人 十 万、 
如 也 巴 做 积分 常 向 量 ， 
作为 练习 ,读者 试 自 行 证 明 下 列 不 定 积分 运算 规律 


@ [ra={|s da, jd zB 
四 jxraa-xirom 

图 jm Orr a |r ra 
@ arama [pa 

图 arddma-) ra 


JaxrWaax|r a 


式 中 入 汶 常数 , 为 常 间 旦 . | 
同样， 我们 可 以 定义 向 晤 卫 数 7(D 存 区 闻 [&, 妈 上 的 定 
积分 ， 四 


pp. b bh - b - 
| Gd ={) Ct, | yD, | {tat } 


= 和 


设 尽 人 是 rT( 凡 的 一 个 原状 数 ,作用 
ra = Rb) Rm. 


仑 .所 ”向量 微 分 方程 


在 本 节 ,我 们 将 通过 了 上 述 的 积分 公式 ,叙述 一 些 租 分 帮 何 
中 常见 的 向 量 常 微分 方程 的 解法 。 这些 几 弄 的 例子 本 身 在 后 
面 的 扩容 中 也 古训 用 的 ， 

[人 蚀 二 已 知 常 向 量 a 求解 向 量 微分 方程 


dr 
页 一 号 
和 解 ， 设 
党 一 (24，za，Te， 三 一 {0, dg, ea}. 
我 们 有 2 3)， 
积分 后 , 得 
ti aro, (= 1, 3, 3), 


式 中 Cr 人 一 二 3, 入 是 三 个 积分 常数 ， 把 上 式 写 成 向 量 形式 ， 
得 到 解 


T=, 


式 中 积分 常 向量 
C= {81, Ca, ca}, 
室 次 定 于 初始 条 件 。 俩 如 ,， 沼 已 知 初始 位 置 为 (0) 一 Yo 时 ， 
使得 到 CFo. 
如 果 我 们 运用 前 述 的 不 定 积分 运算 公式 ， 从 原 向 量 微分 
方程 立刻 可 以 写 出 


这 里 已 是 积分 常 向 量 . 
【 何 2) 设 @ 是 已 知 常数 ,求解 二 阶 向 量 微分 方程 
Er 
de : 
一 佣 ， 设 fr 一 {gs wm} 六 把 上 列 方程 写 为 
a (= 2 
它 的 一 般 解 是 - 


才 一 nogtot- Pisinoat 人 = 填写 8) 
或 写成 向 量 形式 
Fo0a mii B sinet, 
或 中 已 令 AA= 141, 4 Ss}, 
= {1， i,, 843}. 
两 个 积分 常 向 民明 和 且 讨 定 定 丁 个 官 妈 条件 ， 例 如 , 设 
0) ~ Po, 人 (9) 一 po. 
从 上 列 的 一 般 解 得 出 
rE 至 -二 to 


【 例 3 求解 向 量 微 分 廊 程 组 


it 

解 ， 对 第 -一 方程 的 两 边关 于 二 求 导 数 ， 然 后 以 第 一 式 代 

入 , 便 得 到 
i de 


i 一 好 1 


人 


应 例 工 的 结果 ,上 述 方程 的 解 是 
1 一 芝 cost 上 上 加 5iTt 
再 代入 第 一 方 柏 前 无 端 ,我 们 得 到 
Ba 一 一 由 sint Beost. 
通过 卢 壬 三 个 例子 的 介绍 ， 读 者 会 发 现 ， 疝 量 微分 方程 
与 数 a ee, 前 省 具 不 过 是 后 者 控 
照 分 量 次 序 的 简单 组 人 台 连 


马 .G6。 特殊 向 重 函 数 


本 节 中 ,我 们 将 介绍 汪 种 特殊 的 向 避 诡 数 , 为 后 文中 的 运 
用 作 好 准备 ， 在 这 里 下 下 式 中 ,除了 特别 声明 外 ,我 们 约定 一 
切 的 向 基 应 数 都 具有 足 骨 襄 阶 的 导 贡 数 . 
工 . 生长 向 量 函 数 
当 亲 入 羡 数 让 的 长 左 一 和 定时， 并 敌 定 长 向 量 函 束 ， 这 
叶 

Tr 

关于 二 微分 两 边 , 得 


rr-0. 
反之 , 著 这 条 件 成 立 , 伍 用 
[El 
1 
da "0, 


即 天 (有 一 常数 ， 从 向 提 | 一 常数 ， 这 表 朋 ， 二 癌 量 办 多 
互相 垂下. 
2. 定向 向 量 蚊 数 
同一 个 定 方向 平行 的 所 有 向 量 衣 数 9 人 和 麟 仇 定向 商量 
数 ， 特 别 是 , 美 于 信里 亲 革 隐 数 ,网 称 为 共 绕 ， 
我 们 在 这 个 定 方 癌 上 版 一 个 单位 向 量 e， 则 相应 的 定向 
aa 厨 下 ， 


向 量 函 教 史 ( 轨 可 以 甫 为 

烛 { 一 和 人 起， 
式 中 二 尖 0 是 皇 的 数 翅 目 数 ， 曾 避 除了 符号 外 ,等 于 2 的 
长 度 . 


美 于 微分 上 上 式 两 边 ,得 
Ot) h(t 
因此 有 林业 0 


反之 , 假如 这 关系 对 于 一 个 非 堆 向 入 画 数 名 ( 旭 D 成 开 ， 我 
们 将 证 明 多 (是 定岗 向 量 区 数 ， 
这 是 因为 这 时 有 
(0) = pv), 
式 中 5 的 是 数 后 函数 ， 积分 后 , 得 
=e 
其 中 心 是 积分 常 向 量 ， 
8. 与 一 定向 竹 直 的 向 晨 画 灼 
设 测 基 函 数 名 (二 和 一 个 定时 在 礁 肖 ， 
VE =O. 
特别 是 , 当 名 (区 是 位 置 铅 居 卫 沼 财 , 则 称 为 共 面 ， 
村 上 开办 织 冰 呈现 信 六 注意 & 是 常 向 量 ,得 到 
Ym0, VG=0. 
上 述 三 式 吉 有 明 三 个 向 量 栈 数 宇 (办 、 妆 (加 ,GD) 迁 直 守 同一 个 
党 向 量 @， 所 以 混合 各 对 于 所 有 的 革 ， 
CB, PED, FDNY 0, 
反 过 来 ， 椒 袜 这 条 和 牢 成 并 我 们 不 妨 假定 呈 x 汪 *0， 否 
珊 ， 以 全 得 得 ， 和 有 十 证 窗 癌 入 孙 烤 ， 也 就 和 定向 王 喜 。 这 
时 ,9 与 镍 不 平行, 攻 可 以 形成 它们 的 线性 组 合 。 
站 = 入 十 1 人 


式 中 和 疡 荐 两 个 数 抽 冰 数 . 
现在 记 竹 运 他 头 镍 ， 
它 是 非 零 癌 是 函数 , 商 开 上 上 列 条 忻 可 以 妻 成 
Vt = 0. 
舅 一 方面 , 从 委 的 定义 得 
=i VA X= NN, 
因此 Rx 训 =0， 根据 了 人 是 定 申 回访 磺 数 。 这 样 ， 我们 
证 明 于 必 ( 由 利 一 个 定语 所 于 这 ， 
特别 是 ,我 们 得 到 结论 ， 
位 置 癌 重负 获 了 (六 天 面 的 充 上 条 忻 是 
{Fr, F, fF) = 0. 
对 上 面 三 种 特殊 的 问 芋 函数 ， 我 们 分 别 找到 了 它们 的 判 
列 条 御 , 列 成 表格 如 下 : 


几 向 总 疙 从 贡 御 分 条 人 竹 
完 艾 商 癌 卫 吏 也 人 :一介 
定 和 面向 感 泗 部 也 人 人 

和 有 定向 下 二 的 订 性 调 汶 (fy, DB, Bp 


上 表 列 的 三 项 判别 杀 秆 ， 在 以 后 的 课程 中 经 常 要 用 于 位 
置 向 量 画 数 人 (由 的 场合 。 

需要 指出 ， 除 了 判别 条 件 本 身 外 ， 我 们 在 这 一 节 还 介绍 
了 一 种 方法 ,就 是 ， 利 用 向 量 函 数 894 让 及 其 导数 所 满足 的 代 
数 关 系 , 来 兰 踢 向 络 画 数 P 所 具备 的 几何 人 性质， 定 长 .定向 
(或 共 线 ) 与 一 定 问 王 站 (或 天 面 }， 这样 一 来 ,研究 图 形 的 儿 
合 性 质 使 转 化 为 一 个 研究 喇 性 及 其 微分 关系 的 问题， 例如 ， 
直接 判 暑 个 (办 是 吾 共 面向 匡 斋 数 ， 是 比较 麻烦 的 事 , 而 计 
算 混 合 积 (Cr 信和 并 估计 它 是 否 等 于 零 ， 却 容易 得 多 ( 见 忆 


和 


是 三 第 11、12 题 ). 


从 以 虐 的 讨论 也 可 看 出 ， 解 析 玫 何 同 微分 几 条 是 用 着 怎 


样 不 同 的 工具 ， 和 解析 儿 何 基 把 癌 形 转换 成 荔 点 华 标 (*,  2 
的 代数 广 程 ， 而 微分 几何 央 基 推 图 束 转 化 成 位 置 向 量 了 ?9D 及 
其 导数 的 关系 ， 由 于 运用 了 微 积分 这 一 圭 上 其 , 我们 对 曲线 和 
曲面 的 局 部 性 质 可 忆 进 行当 组 下 的 研 儿 了 ， 


人 


习 题 三 


。 评 明 林 节 中 向 姑 丽 获 的 极限 全 六。 

， 证 明 本 节 吊 向 量 尊 数 的 求学 公式 . 

， 证 本 节 中 向 澡 治 数 的 积分 公式 ， 

、 求 证 ，Gtt) 是 常 同 量 的 凑 浅 条 作 - 写 站 从 二 0. 

. 设 加 是 常数 , to 是 党 门 直 , 证 计 ， 

| {1) -Oob) = 3) -bn ho: 
-£3) TE 生 【3 vo) xX, 
， 下列 各 式 成 立 吗 % 汽 什 径 ? 

ED lel 四 | 党 |= 训 bl 

do -op| 

(Bb ot je| Rt 

、， 先 车 别 下 列 各 式 中 哪些 是 效 凡 而 小, 哪些 是 向 岂 函 数 , 再 来 其 导数 : 
DD Lr’; 3) [FE 3 

(C3) FO) XFS Cd OFC), FOEY, FLED 


(By DFOT FY; (0) jr ]; 


DD ry) xr 

， 证明: 者 向 量 国 娄 4( 在 1 一 i 处 连续 ， 且 w(to) 寺 0, 则 存在 包含 
… 各 的 一 个 开 区 间 , 使 得 当 # 居于 这 个 开 区 人 税 侍 , b 必 二 0, 
99. 


求 向 量 函 妆 了 怠 ) 一 《oos 间 1 全 十 和 二 上 江 在 0 处 的 替 勒 公式 的 


* 


种 、 设 商 普 成 和 考 于 全 涝 是 由 :者 一 中 和 蒜 站 0， 求 诉 V0 为 常 向 量 , 
了 ， 福 阴 ， 人 入 ， 
旭 . 证 明 :， rr 从 = 和 et 习 荡 三 向量 证 数 的 苍 全 条 件 是 
‘A, b, c=0 
13. 求解 应 置 向 量 的 微分 方 往 : 
C1) 一 130 一 2 sinf}; 


C2) 全 一 ar (a 是 常委 ); 


(9) arbi 中 a、 c 是 常 向 最 ); 
ro bie 二 肚 常 站 茎 


《> Er 对 a 这 三 种 情形 分 别 加 以 
讨论 . 
许 ， 求解 向 量 微分 方程 


之 .了 小 结 


本 节 首 先 复习 了 向量 的 各 种 代数 运算 ， 和 包括 运算 的 害 义 
和 运算 前 法 则 ， 然 后 引入 向 量 函 数 指 概念 以 及 它 的 微分 积 积 
分 。， 本 节 的 重点 是 向 脐 西数 的 微分 , 粗 对 说 来 向 晤 函数 的 积 
分 较 少 使 用 . 

微分 几何 研究 的 几何 对 每 是 曲线 和 曲面 ， 它 科 都 基 用 向 
晤 应 数 来 表示 的 ， 因 此 , 入 量 务 数 , 龙 其 是 位 置 疝 量 懈 数 的 微 
分 ， 在 本 课程 中 就 得 初等 代数 的 四 则 运算 一 样 ， 被 反复 使 
用 . 2.3 节 中 的 六 条 求 叶 公式 是 常常 用 到 的 ， 读 者 务必 通过 
练习 米 掌握 这 一 搁 巧 ， 


* " 


-第 三 节 空间 申 线 的 颖 长 .曲率 . 搁 率 


我 们 要 在 前 两 节 的 基础 上 讨论 空间 曲线 或 抄 上 晶 织 的 基本 
性 质 , 而 首先 是 通过 三 个 元 杂 , 印 踊 攻 .此 学 和 红叶 来 刻 划 的 ， 
分 别 竹 还 如 下 。 


S.1 死 长 
设 一 条 空间 则 线 决定 于 参数 方程 
OO rr {rt, yO sD} outed), 
(3.1) 
式 中 各 函数 具有 十 至 三 阶 的 注 : 继 避 数 ， 即 r(D EO 尽管 在 
某 些 场合 并 不 一 定 尖 要 这 么 记 间 条 从 ,但 为 方便 起 见 , 不 再 一 
一 细 分 . 
设 Fr(i 是 曙 线 口上 的 任意 所， 简称 如 点 ， 杀 ft 寺 几 ) 是 
它 的 邻 点 ， 这 向 点 决定 一 个 向 直 , 即 ; i 
dr =F(tot di) rto) (dO0), 
除 以 者 ， 合 得 到 方向 相同 而 长 谍 不 同 的 向 最 ， 当 轴 玫 6 时 - 
从 沿线 局 的 连续 性 得 知 4r->0, 而 且 
A 
I , 
是 曲线 在 如 点 的 一 个 切线 向 和 简称 蕊 向 冯 ( 图 3). 
当主 变动 时 ， 唐 论 的 曲线 C 可 以 看 成 质点 rn0) 的 轨迹 ， 
只 (%) 交 物理 意 六 就 是 质点 在 刀 点 的 速度 各 量 ， 人 (io) 册 是 加 
速度 商量， 
:上 休 定 如 .点 


FC to) 一 lim 


F(to) <0. 


图 - 1-7 图 18 


如 称 它 为 幢 线 口 玖 正则 点 , 以 区 别 于 奇 点 ， 当 曲线 口 移 所 有 
点 都 是正 则 点 时 , 误 称 自 刘 曲线 . 

{ 倒 1 设 平面 晶 线 是 

Pf 《一 ec 十 co) 
它 的 切 向 量 他 一 [3,2t}. 
在 + 一 0 期 原点 口 处 . 
0) =0. 

所 以 它 基 曲线 的 寄 点 ， 册 线 的 方程 也 丁 写 成 y 一 到 其 图 形 
如 图 1-8 所 示 , 显然 , 不 点 台 坪 尖 点 ,大 且 尖 点 的 娘 线 合 于 
轴 . 

为 了 排除 这 类 不 光滑 隐 高 算 情况 ， 我 们 今后 万 讨论 的 都 
限于 正则 遇 线 , 而 不 克扣 5 ， 

一 条 处 处 是 奇 训 乔 遇 描 , 也 就 是 泣 足 

下 人 -0 人 人 
前 莫 线 , 些 过 积分 , 健 高 
(人 一 常 疝 量 ro， 

就 是 镶 强 退化 为 空间 一 点 ， 

现在 我 们 来 求 此 线 的 攻 长 ， 在 平 区 儿 何 和 角 析 几 千 中 ， 
直线 绒 的 长 度 是 作为 公 青 直接 定 六 的 ， 贺 的 局 长 出 是 从 内 接 


PE 


正 #% 演 形 的 周 长 径 过 极限 而 求 得 的 ， 其 中 实际 工作 了 这 样 一 
个 基本 假定 ， 图 冰 上 无 限 接 近 私 两 点 问 的 踊 长 等 于 对 应 弦 的 
长 度 ， 对 于 更 复杂 山 线 的 弧 长 ， 我 们 也 是 根据 上 述 基 本 假定 
给 以 定义 并 由 此 给 出 计算 的 . 

+ 设 有 曲 缆 局 的 丙 令 侣 tf) 二 to 十 之 间 的 又 长 为 属 ， 
对 应 的 避 长 为 [dr1 (图 1 了 )， 控 照 二 本 假定 得 出 


ds= [ir|, 

As .ar | 
从 了 rl 
当 4di->0 时 ,我 们 便 得 到 


ds dr | 
wt at 1 


把 上 滤 从 如 至 积分 后 ,我 们 有 
sC0) -| CD Ho (3.9) 


(站 称 为 出 线 加 从 加 到 二 点 的 和 项 长 ， 上 式 也 可 写成 分 量 表示 
式 


(人 | Oe (3.4) 
-由 于 (0 从 (3, 加 于 出 , 总 有 
ds 
WW 


成 立 ， 这 表明 强 长 图 汝 

SS . (8.85) 
是 的 光滑 的 单调 表 落 ,同比 sD 的 反 沙 数 存 在 , 而 且 是 * 的 
光 谓 函数 , 记 作 
48), (3.6) 
-用 8 作 新 参数 以 代 竺 i， 闻 末 曲 线 口 的 基数 方程 变 为 下 


» 


列 吏 翅 : 
rarils), (83.7) 
因此 ， 对 于 任意 的 空间 曲 谎 口 ， 我 们 一 定 能 够 准 它 的 弧 
长 8 而 用 作为 新 参数 .我 们 常常 称 5 为 自然 参数 .这 于 , 从 
(3. 急 式 看 出 ,曲线 关于 圭 扳 长 s 的 切 向 最 是 单位 同 基 : 
Yi| 一 
‘ds : 
这 是 选 到 绝 长 作为 归 线 参数 而 带 来 的 第 一 个 好 寻 ， 它 是 
把 曲线 上 每 一 点 的 切身 量 者 规范 化 为 单位 向 多 的 ， 在 以 后 鸡 
讨论 中 ,特别 在 一 些 理 论 社 的 问题 中 , 我 们 总 蚌 采 用 弧 长 8 作 
为 昌 级 的 参数 . 这 在 理论 上 员 是 简单 的 事情 , 但 是 在 具体 问 
题 上 ， 要 把 一 条 原来 出 诗 去 示 的 曲 弘 规范 化 为 由 其 矣 长 参数 
来 表达 ， 可 不 是 容易 的 ， 有 时 甚至 根本 写 不 出 具体 的 变换 式 
来 ， 这 是 由 于 存 在 两 方面 的 困难 . “ 
《1 5s 一 3 从 要 从 届 .加 式 计 算得 到 ， 但 是 被 积分 函数 一 
般 是 无 理 耳 数 , 往往 “不 好 积分 ”也 就 是 说 , 它 是 不 能 由 字 等 
函数 天 未 的 ， 
(2) 有 从 1.5 求 反 画 著 t=- 直 5， 只 不 过 是 理论 上 存在 这 
样 一 个 反 枉 数 ,而 实际 二 往往 无 法 写 出 它 锥 初等 表示 式 来 的 ， 
从 下 文中 的 上 几 个 实际 网 子 中 ， 读 者 对 此 可 能 会 得 到 更 深 
刻 的 感受 ， 
在 举 蚀 之 前 , 我们 先 约定 ， 雇 后 总 是 用 t 表示 一 般 参 数 ， 
用 s 表示 强 长 参 粕 ,用 点 号 L*) 圳 示 对 荆 求 导 , 用 撤 号 (站 表示 
对 53 求 导 , 如 


NU Er 

FO OD- 
- ur I (人 

TCs) a 


等 等 . 
{ 倘 久 ”空间 一 条 ， 包 的 方程 鸭 
省 一 (0, cot doo)., 
它 的 切 向 基 ‘AT gs 
是 常 向 量 ， 家 线 的 弧 长 则 是 普 弟 长 度 
s—| :iat | {aladt= |alt. 
由 此 解 得 反 甘 数 


t= 
a 


(3.8) 


代入 (8. 8) 式 和 的 右 端 , 其 结果 是 直 线 出 其 长 度 求 达 的 方程 


eb 
式 中 _ c= 


走 示 直线 方 铭 的 单位 周明 
【全 3) 在 平面 虐 ， 半径 7 的 项 决定 于 方程 
Fo {roogd, rond}, OEEIr. 


它 的 切 向 基 
dr 


| 


一 { 一 ”Sin meo0g 引 

是 定 长 向 革 王 汐 . 
它 的 弧 长 是 

可 3 下 | 

由 此 得 出 0- 二 


因此 ,加 的 自然 参数 表示 方程 是 


i gy 上 “d= 7rd, 


二 © OO 本 + Sin 宇 }, Qs ar 


eu 人. 


(3.9) 


C8.10) 


(3.,11) 


【 鲍 和 设 平 面 上 一 个 旭 圆 方程 为 


Fut, 35m0, O02n, {8.12) 
Ey — {sing, 20086, 
引子 


. | pi PE 
而 已 全 | 8 


得 出 这 萄 国 的 骂 长 
-| ; 
do: 
最 后 的 积分 叫做 狂 因 积分 .此 时 把 口 看 成 s 的 函数 ， 就 
导出 所 谢 粮 加 两 数 ， 在 必要 时 , 可 用 煞 值 狂 分 法 或 奉 状 门 的 
椭圆 积分 下, 求 得 情 图 积分 的 数值 燃 贺 积分 是 重要 的 一 种 


特殊 函数 ,最 旱 它 是 在 求 靖 加 的 强 卜 时 赃 现 的 ,因而 得 各 . 


从 本 例 我 们 可 看 到 ，# 一 08) 大 不 能 用 初等 阔 数 表示 的 
【 例 5] 设 平 而 上 一 流 欧 线 的 方程 为 


Fr 


[i os 
i | 站 一 把 Sin ede. 
jo 站 


上 十 ., . 
re |. (8.18) 


一 一人, 从. 
这 于 ,分 过 积分 便 得 出 泊 信 诗话 革 ; 


2 4 ， i 
和 1 


Sn 
1 
- 
en 
上 
Ey 


一 Li ln 人 下 
然而 , 它 的 友 务 数 1 一 1(8; 雪 术 能 旧 初 等 通 数 表示 ， 


车 和 。 


订 见 ,空间 曲线 的 续 长 作为 自然 参数 来 看 , 主要 是 送 用 于 
鞭 一 般 性 质 的 理论 研究 . 
【 例 6] 设 风 柱 螺 线 (如 图 二 的 的 方程 为 


FF = acont, wa din#, $b, (8.14) 
它 的 切 向 量 是 
sn 和 Qcoat, D}, 
从 其 长 度 NT 
得 出 曲线 的 承 长 
8— |， 时 a = 二 +t, 
因此 ,我 们 得 出 回 柱 螺 线 由 各 然 参数 惧 孙 的 方程 ， 
rr- 8 in 0 
M een VT MT’ Vet } 
我 们 知道 z 轴 和 的 单位 向 若是 | 
= 0, 0, 1}, 
让 y—f tn 
1 -| 
| | 
| 1 
| 1 
证 一 一 一 


-时 当 * 


所 以 曲线 的 切 钱 与 z 轨 的 顽 旬 有 的 余 范 筹 于 
GCOS 自 = 了 0 


va 0 


这 就 是 说 : 圆柱 蛇 线 的 切线 与 z 贡 相 交 于 定 角 ( 图 -9)， 

以 上 所 述 ， 痢 是 从 曲线 的 参数 方程 导出 它 的 弧 长 公式 ， 
但 是 , 在 工程 技术 中 , 如 在 微 积分 课程 中 所 述 , 还 需要 平面 曲 
线 在 直角 坐标 下 的 表示 9y 一 /(w) 和 在 航 坐 标 下 的 表示 

所 二 站) 

以 及 下 此 导出 的 弧 长 公式 ， 关于 这 些 ， 读者 可 参考 本 外 书 的 
< 一 净 丽 数 积分 学 >, 这 下 仅 简 述 于 下 (参见 图 1-10)， 

人) 直 危 仍 乓 ， 从 方程 gg 一 Fo) 答 出 

级 长 sw75CGdo， 

起 中 廊 ( 人 -= 人. 

C2) 极 仍 标 ， 从 方 称 op 一 pw) 得 出 

弧 长 5 VP) pay, 


只 竖 招 曲线 在 当 间 坐标 上 和 在 极 坐 标 下 的 方程 分 别 归 结 
成 参数 形式 的 方程 ， 从 … 磋 敬 弧 长 公式 (38.4), 便 能 获得 上 述 
销 果 ， 恋 者 可 作为 习题 来 注入 ,以 吉 深 理解 . 

【 例 71 求 阿 基 米 德 曲 线 p= 史 内 名 到 细 之 间 的 一 段 


= 1 I™ Ts 
人 |， 5 一下 Nu a dp=u | 1-+e dp 


-vTap YiTP) I 


和 


这 个 公式 亨 一 个 有 趣 鸣 应 用 : 

设 和 一 ' 大 入 新 闻 纸 ， 已 经 旦 得 外 
举 径 为 如 内 半 答 为 ?， 纸 的 厚 典 (名 
括 两 居 纸 之 同 的 空 队 ) 为 3 求 纸 的 总 
长 度 5 图 4--11). 

央 为 纸 的 源 庶 是 询 匀 的 ， 简 纸 的 
谍 蕉 所 山名 是 阿 基 米 德 螺 钱 : 

图 1 革 4 一 gp， 
其 中 a 是 由 纸 的 厚度 决定 的 常数 ， 设 8 角 的 对 应 半径 为 p， 
绕 一 图 后 增加 32x， 所 村 应 的 半 和 从 应 该 是 p 二 6, 所 以 
让 
人 


解 得 4 一 过 
2 
- 显然 ,上 还 积分 的 上、 下 
起 3 
人 a ” 
记忆 纸 的 全 长 
8 {pv TFET I :十 二 i 1 
2 wot v LTT, J 


a2 Tn 哺 十 Ve 二 站 


-去 18 和 -办 一 i } 
人 二 Vo 


-六 {a Ye) + 


Ra 
个 外 
二 ln 一 一 一 


1 4 + 


如 果 把 5 看 成 小 过 商 略 去 部 以 上 的 部 分 , 如 得 到 的 近 


TR 
Br 7 十 本 In x 


号 = 
下 题 四 
。 接 出 平面 下 图 内 旋 轮 线 ( 向 内 线 ) 


涪 - . 
r=|3c080+3ews 区 33int ~ 98in | 


的 所 有 奇 点 . 
. 试 证 明 : 

ri—{t, sint, et (— met<to) 
与 ra= {ln8, si ln6y, 8 oO<P<+m) 
是 同 一 厅 山 线 的 商科 起:. 
.证 算 下 烈 和 名 各 曲 线 苞 强 长 [从 利信， 
td 贺 名 涤 线 r=Aeust, elsint, et， 0s<tsd 
人 发 册 曙 线 rch 38h, Gi}， 95in; 
《8) 其 链 线 -一 全， ach 二 中 Di 
， 求 下 列 半 依旧 线 的 弧 长 : 
《GD 直角 举 标 系 中 办 臣下 基 y 二 f(z) 
C3) 极 时 标 方程 p= pi 鞭 中 为 极 径 , 为 极 篇. 
， 计 算 下 列 各 息 平 而 出线 的 这 长 : 
(GD y= 0 
《3) 对 获 曲 线 Pp 一 59， 站 二 自持 0。 


11 Ts 1 V3 一 
” 二 G+ Vte), Dat Vi) 2 mr vita)) 

的 白 然 参数 是 z. 

。 设 平 独 上 电 物 线 的 方程 为 : | 

* 和 和 和 


r={asing, ~ gtoosp +ln tg 了 站 
{a 
过 曲线 的 任何 点 号 作 则 线 徇 雪线 ， 使 与 
加 交 于 生 点 (图 二 127， 


QD 求 切 向 量 空 ， 
Pp 
{2) 求 
0 


一 妇 的 弧 长 ; 
《32 证 明 : 


了 8-a. 图 1-12 


号 . 空 曲率 


对 于 一 条 空间 上 曲线 ,采用 自然 参数 3 的 表示 方程 
=F(8). (3.15) 

我 们 首先 关心 的 问题 是 ， 这 条 曲线 是 怎样 “弯曲 ”的 ? 例如 钟 
表 里 的 一 轿 发 条 ， 越 往 里 阅 弯 得 越 房 害 ， 这 是 上 里 常生 活 中 人 
们 对 曲线 弯曲 程度 的 定性 认识 ， 在 数学 上 给“ 楷 曲 "这 个 概 礼 
以 措 述 的 就 是 曲率 , 

为 了 把 “曲率 ”定义 得 恰到好处 ， 我 们 必须 使 它 至 少 满足 
下 述 四 项 变 求 . 

(1) 由 于 直线 是 毫 无 鹤 遇 的 曲线 ， 它 的 曲率 处 处 应 该 等 
于 零 ; | 

(2) 图 基 一 条 均匀 次 明 的 沿线 , 它 的 曲率 应 该 处 处 丰 阿 ; 

(3) 在 一 条 有 曲线 上 , 凡是 弯曲 越 厉害 的 地 方 , 那里 的 草率 
就 应 该 越 大 和 

(4) 对 于 一 条 平面 曲线 ,还 有 向 鄂 一 边 弯 曲 的 问题 ， 


-+ 


如 前 记述 ,一 条 空 阅 时 线 闻 (合流 于 = 的 一 阶 导 函数 和 (3) 
表示 划 前 线 的 单位 切 疝 量 ， 我 们 进一步 活 嵌 它 的 二 阶 导 函数 
(8)， 济 和 且 纵 出 下 弄 定 立 ， 

空间 有 易 弘 一 ?人 在 点 访 的 由 这 汶 


Fs) = Fr" C9) 1 ， (3.10) 
当 忆 (8) 六 人 时 , 其 价 数 
t 
人 


称 为 曲线 在 点 六 的 曲率 半径 . 

按照 这 个 定义 ， 上述 的 前 二 项 要 求 痢 能 得 到 满足 ， 至 于 
平面 曲线 (99 的 关 训 ， 对 外 -7 的 天 (人 必须 落 了 人 的 指 
向 问题 而 适当 洪 上 下 号 或 负 号 《 参 巾 人 人 站 ， 

例 二 从 直线 方程 

条- 一 人 和 (8.17) 

”得 出 re, rT-0, 
所 以 直线 的 曲率 处 作为 汪 ， 

【 鲍 21 从 半径 为 2 的 辣 的 方程 


a 四 
= 忆 人 | 
全 于 


得 出 rn CO 三 |， 
=- + e03 一 ， 


所 以 沿 率 是 有 | 一 工 


曲率 举 各 等: 泊 秆 了 。 
为 了 说 归 第 三 藉 要 求 ， 我 们 先 证 盟 
一 个 引 理 ， 


设 e 人 的 为 空间 单 位 向 重 本 数 ， 则 有 


a + in 2 ‘学 (8.18) 
上 i 


成 立 , 潜 中 49 天 了 杀 向 居 elt 十 4) 与 eg 的 夹 角 ( 图 1-18). 
实际 上 ,按照 也 基 钞 数 的 叶 数 的 定义 ,有 


de (ty de li [Jel 
nr a [天 | 
由 于 e 约 是 单位 向量 男 数 ， 
ettA | 一 ef 一 革 
因此 [sdel= 2sn A 
! 
加 gain .| 
aeftn! 加 i 2 
从 而 | fim i 
.A 
ln" .| 
anl. 8 I | 
.2 
—lim (20 | | 
dt |! 


我 们 把 曲线 在 点 S 的 证 位 轨 癌 量 记 作 
Ts = (38). 
由 于 人 (8) 是 单位 癌症 函数 ,而 量 从 G3.167 得 出 
hs) — 4 Ls) | | (3.19) 
所 以 按照 站 理 , 有 
k(ts) =lim 笃 ， (38.20) 
式 中 艇 表示 禁令 两 切 向 其 于 (s 十 才 ) 与 第 (93) 的 夹 衣 . 

直人 级 .给 ) 式 容易 看 出 ,上 曲线 在 其 一 点 5 的 曲 宣 和 8) 本 量 


了 曲线 的 女 向 攻 的 梳 斜 骨 对 其 弧 扒 5s 的 变化 率 ， 
在 这 里 ,我 们 必须 指出 ,平面 昌 线 与 室 癌 是 级 在 曲率 的 定 
六 下 大 不 间 之 姓 , 宇 前 性, 加. 及 和 也 是 
i 


Eisy — lim 二 一 ， 
dt 


就 是 说 ,等 式 右 端 不 是 绝 点 俏 . 

如 图 二 14 所 示 , 对 汪 本 条 时 让 
线 工 间 防 同 为 种 的 沿 对 点 , 普 节 
较 小 前 一 对 次 较 小 交 48, 全面 在 
这 晒 的 曲率 不 也 较 小 ， 到 此 , 第 
三 项 要 求 也 就 满足 了 . 

上 述 曲 率 定 义 式 坊 .1 和 ) 仅 迁 / 

用 于 申 线 指 弧 长 参数 天 未 式 ， 然 

而 在 大 量具 体 问题 中 ， 所 纵 定 的 图 414 

是 落 线 在 一 般 参 数 二 下 耻 肛 示 式 。 所 以 我 们 有 必要 给 出 这 种 

悄 癌 下 的 轿 率 公式 ， 我 们 必 证 明 ， 
主义 全 | 


(3 .34 


， chi rr at 
因为 人 


人 1 《3 了 


EP rr 


ot dy 


而 且 
所 以 


而 Ye 、。 了 
然而 (和 


因此 er | dr hp 


I dg ee | 
全 xx yy .| | 
人 
和 FF| 


污 . 含 ” 挠 率 


曲线 车 一 ?cs) 关 于 其 弧 长 8 的 一 阶 导 画 数 了 一 7 (8) 是 单 
位 切 问 量 ， 但 是 二 阶 导 耳 数 后) 一 般 并 不 是 单位 向 量 相 数 ， 
因为 它 的 长 度 即 曲线 在 点 六 的 曲率 天 一 般 不 等 于 工 ， 然而 它 
恒 直 于 TT， 当主 0 时 ,我 们 把 ¥” (C3) 规范 化 为 单位 向 量 , 妈 ; 

定义 ” 当 上 和 0 上 时, 香 位 入 党 


和 3) = TT (3.22) 
称 为 曲线 在 点 总 的 主 法 向 量 , 他 且 称 
Bliss Fls: x NI(sy (3.23) 


为 朵 钱 在 同一 点 的 从 法 向 量 ， 
定义 式 (3.239) 也 可 写成 
sy kts) Ny, (3.24) 
在 下 文中 ,还 会 用 到 这 个 关系 式 ， 必须 指 由 ， 由 于 >0, 下 
种 9” 是 同方 向 前 两 个 向 二. 
由 于 区 上 商 则 到 S 与 Cs) 玫 是 单位 身 量 ， 从 
(3.233) 式 得 州 吾 (是 息 吉 十 Ti9) 各 四 的 单位 向 量 ， 
由 此 , 我 们 在 曲线 上 前 任 … 点 总 获得 一 组 两 两 正 交 前 单 
位 向 量 组 TC), 入 (9 召 '9)}， 这 样 , 同 曲 线 紧 窗 联 系 在 一 
起 的 三 个 向 量 形 成 了 最 重要 的 一 个 单位 正 痰 标 架 ， 而 且 它 们 
[| 


之 但 的 微分 关系 基 路 线 治 的 基本 关系 对 此 , 我 们 将 在 下 一 
节 投 述 ， 

从 单位 正 交 标 架 {于 (3),， NCD), BB(s)} 出 发 ， 我 们 还 可 
定义 一 组 联系 村 曲线 的 平面 和 直线 : 

定 尺 ”在 迄 绕 上 的 点 总 ， 

(向量 了) 与 和 Ni) 类 定 | 
的 平面 称 为 实 切 平面 : WoT 

C2) 向量 和 (8) 与 好 3 决定 
的 平面 称 为 从 天 平面 : 

(3) 向 该 各 (3) 与 如 (89) 决定 Eo 
前 平 面 称 为 法 平面 ; 切 红 

(和 BT Ny Bes) 型 1-15 
为 方向 的 直线 分 别称 为 出 线 的 雪线 、 主 法 线 、 从 法 线 (图 
1.-18), 

上策 线 了 -9 人 在 点 上 的 :组 直线 和 平和 而 的 方程 旭 下 : 


切线 . pF Tio Ts; 

主 法 线 , P= Fi) Na); 

从 法 线 ， pr 
法 平面 ， Piss Cp—r(s)) =0, 
共 切 平面 ， 


一 
密切 平面 ， 
Bp—Ft{s) = 0, 
式 中 哺 代 表 动 点 的 位置 包 其， 
姑 所 知人 在 砷 线 上 上 的 :局 写 只 有 一 个 堆 站 于 切 钱 的 平面 ， 
就 是 法 平面 ， 位 是 ,通过 这 时 锣 线 的 于 面 即 所 谓 切 平 商 孝 有 
一 获 , 其 中 有 上 述 的 消 个 ， 密 车 平面 和 从 切 平 面 . 5 


号 兢 寻 己 


密切 举 面 在 曲线 论 中 尤其 重要 ， 它 是 同 则 线 关系 最 “ 紧 
. 密 ” 相 切 的 一 个 平面 ， 也 就 是 说 , 在 所 有 切 平面 中 , 密切 平面 
同 戎 线 “最 贴近 ”， 对 此 我 们 不 作 严格 的 论证 ， 简 只 作 喜 观 的 
撕 述 ， 比 如 , 从 定 庆 可 直接 看 出 ， 对 于 任意 一 条 平面 曲线 ,在 
其 上 的 每 一 点 的 密切 平 画 都 合同 于 曲线 所 在 的 平面 ， 自 然 是 
最 贴近 的 乎 击 . 

不 落 在 同一 平面 上 的 空间 曲线 , 我们 称 之 为 挠 曲线， 如 
同 弯曲 的 概念 一 样 , 助 线 论 中 也 有 “ 挠 才 * 的 客 念 ,用 以 描述 一 
条 曲线 在 其 一 点 偏离 密 切 于 而 的 程度 ， 比 如 ,一 条 弹 鼻 , 在 压 
得 很 紧 的 时 候 , 它 的 每 一 几 痢 接近 子平 疝 曲 线 ; 放 开 来 时 , 便 
癌 于 而 遇 级 的 偏离 灾 大 了 ， 

为 了 描述 这 种 偏离 度 ,我 们 将 用 到 密切 平面 的 变化 率 , 也 

就 是 用 到 关切 平面 的 法 向 时 互 的 恋 化 来. 这 样 , 就 导 出 由 线 
的 “ 捞 率 ”这 一 新 概念 ， 

关于 s 微分 

B(s). Ts) =0, 

再 利用 8.24) 式 以 及 是 (Ns) 一 0 我 们 有 


B'sy. Tlay =0., {3.25) 
区 因 如 (是 单 拉 向 量 , 豆 又 沿 下 式 成 立 ， : 
B's) .Bly -0. ‘(3.20) 


(83.295) 入 .36) 家 明 ， 召 人 (8) 同 时 生 直 于 人 5 a0, 
从 而 平行 J Ag， 所 以 
本 fs = 一 TS 人 
式 中 人 吕 是 一 个 数 最 而 数 ， 前 面 的 负 号 是 为 了 方 侃 诸 帮 稚 汪 
定 尽 过.23 四 或 由 拘 击 短 
Tt 一 一 加 《CS (8 .28) 
你 为 电线 在 点 处 的 挠 率 . - 四 


a 本 家 = 


南 此 可 见 , 挠 率 的 绝对 信 等 于 B'(s) 的 长 度 
zs | = |B'(9)|. (3.29) 
由 于 召 人 是 单位 向 量 施 妆 , 从 上 池 记 名 中 的 人 .18) 式 得 到 
GOi-iB8GlI-im 至 
式 中 如 事 示 蝎 线 在 两 邻 点 妨 利 3 个 的 从 法 向 量 加 人) 与 
加 (十 上 省) 的 夹 胡 ， 也 即 亲 应 的 两 密切 平面 的 夹 骨 ， 这 说 明 ， 
搁 率 的 绝对 值 衡 讲 了 县 线 在 其 一 点 前 密切 乎 而 的 法 线 向 时 的 
倾斜 角 对 其 弧 长 的 变化 率 ， 凤 此 线 在 其 一 点 “偏离 "相应 的 窗 
切 平面 的 程度 ， 
按照 定义 ,曲率 E(s) 总 起 正 的， 挠 率 rs) 部 带 有 正 号 或 
负 号 ， 关 于 挠 举 符 号 的 几何 意义 我们 将 在 第 四 节 中 给 以 说 
明 . 
我 们 证 明 下 列 和 定理; 
定理 一般 的 空间 上 曲线 要 成 
为 平 源 盖 线 , 充 要 条 件 是 : 它 的 拨 
率 恒 为 零 . 
[证 】 必要 性 基 吕 然 的 ， 因 
为 这 时 密切 平面 是 国定 平面. 图 1 
反 过 来 ,假如 +(s) 三 0， 从 (3.99) 式 , 有 了 BGs) ==0， 即 从 
法 向 量 | 


如 (8) = 常 向 量 到, 
从 而 (rs) Bo)’= Tl) .Bo—0. 
积分 后 , 得 
f(s)* 厂 o 一 常数 P (3.30) 
巩 记 论 曲线 在 一 个 定 平面 上 (图 1-16). 】 
【 例 1 求 加 柱 紧 线 的 曲率 和 挠 率 ， 


谈 章 线 章 方程 沪 


和 fg) 一 Geos ms, Fin cs, Dosy, 


式 中 #5 是 浓 数 ， 
1 
Vr 
sa 基 弧 长 ( 刚 3.I[ 例 的 )， 
有 曲线 的 单位 切身 量 是 


于 fs) wf asincws, aco0scws, by, 
共 此 得 出 T= eats wa, news, 0, 
因此 曾 率 | -gp 
其 次 , 转 入 挠 率 简 计算 从 证 法 问 芍 


fa 一 (8) gm, —sinws, OF 


| I" (8) | 
和 认 法 向 量 。 BG) -Ze :NG 
= {Db sinwms, —beoscws, wy 
容易 导出 可 = wibicoses, sin owes, OF 
一 cs 
按照 定 EB. 27)， 控 沱 TY 
T= 站- 让 rr 


南韩 可 饥 , 一 条 圆柱 昌 级 的 册 : 永和 税率 均 为 常数 .。 而 县， 
当 5>0 时 ,7 由 反之 , 当 D<0 有 时 ，Ye<0。 就 是 说 ， 按 照 螺 
线 的 右 旋 或 左旋 ， 措 谤 4 联 正 值 或 负 值 (大 看 千 F 四 节 中 图 
4- 33). 4 

: :现在 我 们 把 直线 、 国 而 加 检 寻 纺 这 三 种 前 线 的 昌江 
率 的 特征 归纳 如 下 : 

《二 直 弘 的 看 率 沟 零 .， 王府 对 直 色 说 来 ,是 油 有 意 久 的 . 


部 后 > 


人 2) 加 的 曲率 是 常数 ， 而 旦 挠 率 等 于 零 ， 

(3) 圆柱 螺 线 的 曲 举 和 挠 源 都 是 非 零 的 常数 ， 

我 们 从 曲率 和 找 率 的 角 次 观察 一 条 乒 曲 线 时 ， 售 柱 景 线 
显然 基 最 简单 的 挠 曲线 ， 如 同 


图 (包括 直线 ) 是 最 简单 的 平面 [人 
出 线 和 L tlllll | 


比 圆柱 螺 线 稍为 复杂 的 空 
间 曲 线 是 一 般 螺 线 ， 它 的 定 文 
如 下 ; 

当 一 条 空间 曲线 的 切 向 二 
和 一 搞定 方 岗 成 定 角 时 ， 入 为 
一 盘 深 线 ， 

从 3 了 工段 的 例 §8 可 看 出 ， 
咖 柱 螺 线 宇和 名 点 的 若 线 与 轴线 
或 定 角 ， 记 以 它 是 一 般 螺 级 的 
一 种 . ' 


上 上 述 螺 钱 可 以 用 纸 片 模型 
作出 具体 构造 ， 读 者 不 六 自己 
动手 试 试 . | 
前 锐角 为 a 的 一 块 在 角 三 角形 础 纸 片 ,而 且 令 
Sim @ = boy. 


将 这 块 三 角形 着 在 兴 径 为 & 的 圆柱 夯 E， 使 其 底 边 五 黎 直 
于 圆柱 轴 ( 图 1-17)， 那 末 , 它 的 竹 边 所 着 成 的 就 是 圆柱 昌 
组 .如 果 把 图 柱 午 改 为 任意 柱 面 ， 那 末 记 得 到 的 斜 边 曲 线 是 
一 般 螺 线 ， 并 且 村 面 的 轴 与 所 卷 成 的 曲线 的 切线 成 角 &。， 严 
肉 的 证 明 波 用 到 则 而 论 的 知识 ,对 此 将 在 第 二 章 介绍 . 

【 例 涩 记 证 ， 一 条 空间 曲线 作为 一 般 蜂 线 的 充 要 条 件 


s 译 


是 ; 其 曲率 与 挠 率 之 出 等 于 常数 , 即 
FB) ay as 
I)” 常数. (3.371} 
【证 】 先 证 必 归 性， 设 昌 线 富 =?) 是 一 般 记 线 . 出 定 
| 义 ， 它 在 其 一 点 总 的 单位 切 向 攻 了 (3) 与 一 图 定 方 章 妇 成 定 角 
ot 乔 I-18)、， 不妨 取 中 为 单位 向 量 ; 则 有 - 


党- 和 一 OH tr, 
两 边 对 仿 求 导 : . 
0 CT = Tu 
一 政司 -让 


由 于 开关 0， 便 有 入 LE 然而 六 同时 也 午 
图 3113 直 于 下 与 吾 因此 引信 吾 三 向 量 共 面 ， 

从 而 常 向 量 引 可 以 表 成 了 与 如 的 线 福 组 合 . 

中 一 o08w Trasino. B. {3.382) 


我 们 再 一 次 微分 (3 .32)， 并 注意 昼 下 是 常 向 车 ， 便 得 到 .， 
koogarN—rsina: N=0, 


工 =ctgw (常数 ). 
其 次 ， 证 充分 性 ， 我 们 只 要 把 上 述 证 明 过 程 合 过 来 就 首 
以 了 ， 实 际 上 ,假定 三 一 常 数 , 比方 说 ,写作 otga， 层 末 
kctga—t=—0. 


现在 作 向 肯 | 
Ut= 0gw- -Sina 有 {8.83) 
从 |el 一 + 得 知 它 是 单位 向 量 ， 关 于 8 微分 ， 
Hoo EN— sinaerN 
=singtkvtga—T) NN- 0, 
其 蜥 二 其 洗 单 位 而 量 ， 由 他.33)7 式 叉 得 


-Bs 


T= con a. 
所 以 所 论 有 曲线 是 一 般 曙 线 . 
在 和 便 了 荆 中 ,我 们 总 自 交 算出 搁 率 的 次 序 如 和 下， 
先 由 由 线 六 程 F 一 fF(3) 决 定单 位 切 商 量 TG)， 其 次 算出 
主 法 向 量 癌 ( 和 从 法 向 全 如 (8) 及 其 谋 孟 数 如 (3)， 而 最 后 
才 得 到 找 这 re。 这 个 了 过程 较 长 ,而 那些 中 则 结果 也 不 是 都 
有 用 的 ， 能 不 能 直接 用 YG) 及 其 逐 阶 导 函 数 来 表达 TY) 蛇 ? 


间 答 是 肯定 的 ， 
实际 上 , 推导 的 结果 和 如下: 
二 St 和 人 (3.84) 
这 是 由 于 T_r, N=, 


Bx AN = Pa i 
1 ' ? A 工 下 
如 = (二 六 到 
让 人 h 他 Xr 


所 以 由 挠 率 的 定义 式 全 ,287 就 有 
ET 一 一 本 和 


i . 
当 曲 线 为 一 般 参 数 ; 所 志 示 时 ， 找 率 的 表示 可 从 参数 变 
换 ss( 办 加 以 推导 ， 因 为 


rr 
个 -， (3.35) 
Fe wf . Tt 
到 (人 ) Ts (3 .36) 


自 坦 7 


j iN ,a 让 CC > 
人 -F(A ) 3 人 (3.37) 


我 们 得 出 挠 率 在 一 般 参 数 下 的 计 答 公式 为 
,于 
[Fx 
综合 由 上 记述, 我们 罗列 曲线 的 工 .入 . 如 的 宕 示 式 及 它 
们 之 间 的 尖 系 如 下 : | 
《D 设 上 曲线 在 弧 长 参数 下 的 方程 为 7 一 ?C8)。， 我 们 有 活 
动 标 架 的 三 个 向 量 


五 一 


《3.38) 


人 (3.39) 


(2) 下 全, 吾 两 西 重 直 ,和 而且 
T-NxB 
一 下 . (3.40) 
B-. TxN b 
(下 N, B=1, 


2 


(3) 设 曲 线 在 一 般 贿 数 下 的 方程 为 ?一 ?C(t)， 我 们 有 


BB- EF (3 .41) 


这 币 第 一 式 是 明显 的 ; 第 二 式 则 是 出 (3.397 和 参数 变换 
sa 成 征 = 


ss) 

挫 导 出 来 的 ， 在 这 里 我 

们 先 求 如 ， 然 万 米国 . 

读 洛 是 以 老虎 下， 这 
是 六 什么 ” 

上 述 向 量 之 加 的 关 

系 如 图 1-19 记 示 ， 在 

曲线 上 点 总 处 , 邓 , 字 和 和 


图 ii-ily 


?三 向 雇 共 面 ， 它 们 上 其 阔 在 点 5 的 密切 平 曾 耳 上 上 上， 还 须 指 


出 ,1 于， 如} 构成 右手 系 的 活动 标 架 ， 


【 例 引 求 三 次 参数 本 线 


党 一 43 一 全， 23 十 在 } 


的 人 入 生生 


解 . 家 号 代 一 起 24， 工 -十 友 }， 


证 一 由 一 避 4, 1， 
F=f{—1, 0, 1}, 


二 


|i 一 3 v2 (十 冶 )， 
[FxF, =18v 2 人 十 说. 


按照 算式 (3.417: 


T_T i 2 于 
I Nt’ T+ 
B= tx 
i | 
1 Tit# 一 此 


EE -一 一 -一 . 


V2 LF LH 


一 2f 1 人 
N=BxT- 1 T+ 


1 
o 


直 坦 曾 


从 算式 全 ,21 和 和 (人 .3881 闵 秆 


| 1. 
EE SI) 
+ 他， 字 . 。 1 


当 遇 线 在 一 般 参数 下 的 方程 和 上 时， 村 例 才 示 了 开交、 
避 和 Ez 的 典型 算法 。 如果 铺 数 是 强 长 , 计算 就 更 简单 了 ， 
【的 和 曲率 的 力学 意义 . 
” 讼 质量 为 肥 的 质点 小 晶 线 ?一 r(8) 以 全 速 v 运动 着 ,5 
是 弧 长 , 上 是 时 间 , 池 是 速度 : 


一 第 数 风 本 0， ， 
这 时 , 邓 人 全 科 (人 芒 代 圳 质点 的 过 诗 向 量 和 加 速度 向 量 ， 披 家 
质点 运动 的 生 顿 第 二 定律 , 质点 过 的 力 为 


Fomi(t) = ( 守 ) (8) ma (Cg) NGS). 
. 《3 .42) 
这 宰 晴 ， 力 揭 大 小 为 mmHaa 它 前 方向 全 于 主 法 向 量 和， 好， 
据点 爱 力 正比 于 曲率 天 指向 入 方向 ,物理 学 上 称 济 向 心力 
我 们 坐 在 匀速 行 豫 的 公共 汽车 上 , 当 汽车 向 左 转弯 , 身体 
就 要 向 右 慑 倒 ， 全 靠 车 吐 壁 作用 于 人 体 的 侧身 推力 才 得 以 保 


持平 衡 ， 如 果 趟 计 举 吾 摩擦 力 , 这 个 推力 痊 等 于 mg， 就 是 


说 ， 即 使 闭 且 不 看 ,我 们 也 能 根据 夺 辟 人 出 向 推力 的 大 小 , 来 佑 
计 公 路 各 处 的 曲率 的 大 小 . 

在 实用 上 ,上 帕 率 应 用 于 铁路 诞 轨 辑 光 ， 在 铁路 转弯 处 ,如 
何 把 两 怒 直 的 钢轨 光 湛 地 连接 起 来 9 作 一 个 半径 电 的 公 切 贺 
强 ,. 是 最 简单 的 连接 方式 这 种 接合 达到 了 C 连续 ， 即 嚼 线 
连续 , 值 曲 认 不 连续 :在 接合 点 , 当 线 的 曲率 为 零 , 圈 的 曲率 为 


ERE 


大。 当 炎 车 通过 该 点 时 ， 火 车 作用 在 钢轨 上 的 离心 力 一 下 从 


零 跳 到 一-。 这 种 经 常 性 的 冲击 力 会 对 路 此 造成 损 环 。 因 
此 ,设计 师 瘟 是 选用 一 段 带 用 两 个 拐点 多 的 变 曲率 的 曲线 ( 疼 
1-20 中 的 虚线 ) 连接 两 段 直 的 钢 软 ,并 且 让 这 两 个 拐点 (图 中 
的 两 个 是 点 ?恰好 作为 接合 

有 许多 办 法 构造 带 有 河 个 拐点 的 变 上 曲率 曲线 ， 其 中 比较 
简单 而 又 实用 的 是 三 次 套数 曲线 ， 妇 f( 信 的 分 量 w 和 当 都 是 
i 的 三 次 多 项 式 ， 怎样 使 用 并 控制 三 次 参数 曲线 前 形状 ， 是 
计算 几何 中 研究 得 很 莹 彻 的 一 个 问题 , 有 现成 的 结果 。 读者 
再 参考 ， 苏 步 青 、 刘 山 元 车 < 计算 几何 > (上 上海 科 学 技术 出 版 
社 , 1981 年 ) 一 书 . 


图 ”1-46 1-21 


曲线 的 曲 尝 五 和 主 法 向 其 如 由 于 局 质点 的 受 力 紧密 联 
系 在 一 起 ， 轩 此 人 们 在 日 常 活动 中 都 能 朵 身体 验 到 这 些 扎 何 . 
概念 . 然而 , 空间 曲线 的 措 襟 Y 因为 涉及 到 f(8) 的 三 阶 导数 ， 
它 的 力学 瘟 义 就 不 那 米 明显 了 . 

最 后 ,我 们 附带 介绍 一 条 曲线 的 曲率 向 量 、 滑 罕 中 心 和 密 


入 ~ 条 诗 册 由 线 上 国 是 转向 的 点 称 为 扬 总 ; 揭 点 处 曲率 必定 为 故 。 详 见 第 
六 节 ， 


是 和 = 


- 切 轿 三 个 概念 : 
设 一 条 有 曲线 其 弧 长 参数 方程 为 7 一 (3)。 
(1 EO) 和 NG8) 称 为 曲线 在 点 9S 的 出 率 向 重 ; 
(2) 以 位 置 向 量 
Cs) + RG)NG)( R- 玉 ) 


表示 的 点 人 @ 称 为 曲线 在 点 访 和 的 曲率 中 心 ; 
(8) 在 点 总 的 密 角 平面 上 ， 以 曲率 中 心 @ 为 图 心 ， 曲率 


半径 暗 (9) 为 半径 所 作 的 国富 ， 称 为 册 线 在 不 避 的 密 女 国 ( 国 


1-21), 

人 定义 知 ， 密 妇 加 与 曲线 在 点 上 相 切 , 而 且 它 们 有 同一 
曲率 ， 按照 这 种 近似 程度 , 工程 搁 术 中 常常 用 密 洲 加 提 秘 地 
规 代 点 访 邻近 的 一 段 井 线 ， 我 们 在 4.3 段 还 要 纵 出 一 种 更 高 
水 平 的 近似 曲线 ， 训 要 此 本 轨 回 风 复 天 业 了 


- 到 题 五 
1. 妆 双 曲 螺 线 
r={acht. oahi, at} 

在 参数 依 必 与 二 之 间 的 弧 攻 ,以 及 在 二 点 的 肝 率 天 和 梯 率 <、 

2。 求 下 列 曲 线 的 曲率 下 和 找 昱 7 
《1 r= {tsint, Lo0gt, t}; 
9) r=ietcont, tint, 村; 
(CB) r= {t, #2, 3}. 
3. 试 证 明 下 别 昌 线 是 缴 长 若 数 表示 , 并 求 它 们 的 了 NN,、 旦 和 不、 不 
1y T=| 和 55 -Sin 3$, -二 oo 中 
(C2) rT 23, lnis+ vl 二}, 
生 ， 证 明 曲 线 


5 三 


TH 


- 所 . 


TD， 


全 诗 
r={s 工 二 本， 二 
是 平面 曲线 , 
在 下 列 各 式 中 , 设 ov.c、d 为 常 向 其 ; qa、 BG、Yy 为 常数 ， 试 证 明 ， 
1》 二 次 参数 曲线 


r=ati+bt+e 


必 是 半 面 曲线 ; 
(23) 三 次 参数 曲线 
一 | 十 ct 
泳 平 面 曲 线 的 完 贾 条件 是 行列 式 (s, bc) 一 0; 
*(3) 有 理 二 次 人 参数 曲线 
rt btte), PC = 十 记 十 池 
本 


必 号 平面 曲线 . 


， 间 函数 了 如 来 什么 形式 时 , 山 绕 


rt{anosi, amnt, FOCY} 
是 平面 竟 线 , 


. 已 知 圆柱 螺 线 


r={Ic08t, usin+t, DL, 


当 国 定 辐 入 半径 4 时 , 汐 了 让 曲率 让 或 皖 率 达到 极 大 , 应 分 别 取 


b 光合 导 8 


， 试 证 明 曲 线 


> 一 | a [| sin afzydt, af oees acsydt, bt } 
是 一 般 螺 线 . 


， 设 曲 线 


re {at, bl, #3} 
泻 一 般 螺 线 ， 求 出 @ 与 声 之 间 了 的 美 系 ,和 对 应 的 轩 定 方向 
当 好 于 由 时 ， 访 证明 下 六 攻 -一 条 件 者 可 作为 一 般 螺 线 的 特征 5《 即 充 
村 茶 件 六 
(1) 时 线 的 主 法 向 得 四 与 .一周 定 方向 共生 直 ; 
3) 曲线 的 从 法 向 增 可 Cs 与 一 园 定 方向 站 交 于 定 角 ， 


s 梧 和 + 


11- 证 明 
CT 一 一 (9) TN':0; 
(3 BN'—N. 
12， 已 知 昌 线 z 一 r(s), 证明 
CY 于; 
(3) Cr, Fs 
13， 试 证 明 罗 村 星 线 忆 的 由 素 中 心 基 迹 0* 计划 圆柱 螺 线 ， 而且 旧 与 
C” 有 同一 韩 线 5 即 辆 柱 的 得? 
[提示 ， 由 级 r=rt 的 山 此 中 心 轨 和 迹 方 程 为 0; 
二 (STTV 


等 , 仿 小 结 


本 节 介绍 了 一 条 有 曲线 的 下 个 基本 几何 量 ， 弧 长 s、 曲率 
Eb, 挠 率 + 以 及 切 向 量 到 主 法 向 量 久 和 从 法 向 量 如 所 形成 
的 正 交 标 架 ， 

在 曲线 论 中 , 弧 长 s 中 了 了 几 于 衡量 曲线 的 长 度 外 , 它 的 优 
点 是 ; 在 被 选 为 曲线 的 参数 时 , 许 才 公式 都 简单 化 .整齐 化 了 ， 
缺点 是 : 弧 长 作为 一 般 参 数 的 函数 时 , 它 的 函数 表示 常常 是 不 
易 求 到 的 ， 具 性 曲线 的 计算 还 积 求 助 于 一 般 参 数 下 的 算式 ， 
尽管 它 有 较 复 杂 的 表示 式 . 

邮 率 名 描写 曲线 的 “弯曲 程度 ”, 挠 率 * 描写 曲线 “偏离 平 
面 的 程度 ”， 这 是 曲线 最 重 紧 的 两 个 几 付 量 . 它 的 重要 体 
将 在 第 五 节 中 特别 给 以 阐明 ， 昌 率 天 和 挠 率 r 作为 弧 长 s 的 
已 知 函 数 时 ， 便 可 唯一 地 次 定 灿 线 的 形状 。 这 称 为 曲线 论 基 
本 定理 ， 平 面 曲线 的 特征 是 挠 率 5==0, 因此 平面 曲线 的 形状 
唯一 决定 于 它 的 曲率 作为 狐 长 s 的 通 数 二 Cs。 

{于 NB} 是 曲线 上 接 重 要 的 一 组 单位 正 交 标 哥 ， 我 
站 还 可 利用 这 组 标 架 的 变动 作为 基本 工具 来 研究 一 条 曲线 的 


s 本 二 = 


几 和 柯 性 质 ， 这 方面 的 内 容 将 在 下 -一 节 详 述 . 
下 而 列 唱 本 节 内 容 区 下 要 公式 ， 以 供 在 昌 钱 论 中 具 栖 计 
算 间 题 之 用 . 


a :Prisy 室 呈 rr 
| | 
. 1 4 
池上 ; | lie 
强 氏 流 分 rs ds= |F|as 
单位 切 向 虹 下 r 疝 | 
主 渤 前 量 了 Bx 
‘i l 
从 法 南 钴 呈 TxN 
二 关节 | 
i [Fx#| 
由 党 % "| Ft 
Es ， Fr, rr 了 他 ¥, ry) ' 
找 率 :<* i Ee 


第 四 节 ” 弗 生 碳 标 哥 和 车 雷 硬 公 式 


现在 提供 研究 曲线 几何 性 质 的 最 重要 的 工具 一 --… 弗 圭 硬 
标 哥 和 弗 雷 记 公 式 ， 它 们 如 时 是 由 弗 镭 了 而 (Fxenet) 在 1847 
年 发 现 的 “， 弗 雷 而 标 狠 的 均 造 和 弗 雷 酮 公式 的 证 明 都 很 简 
单 ,但 用 处 极 太 ， 大凡 求 解 曲 线 论 的 间 题 ,总 是 离 不 开 弗 需 责 
公式 , 因此, 它 被 称 六 "曲线 论 基本 公式 ”， 


苇 雷 (Berrat) 于 1554 平定 册 这 个 全 站 有些 书 上 世 称 弗 雷 耐 公 式 为 旨 
壬 耐 - 赛 储 公 式 。 


人 .1 弗 雷 耐 标 架 


我 们 在 上 一 节 求 得 了 已 知 则 鳅 ff 一?( 的 ) 在 每 一 点 全 的 
童 位 切 河 基于 03)、 主 法 闪 量 和 NLS) 和 从 法 向 量 B05). 
{TOS), NOS), BOS)} 
基 两 两 正 交 的 单位 向 革 组 ， 中 司 拒 记 们 于 成 末 内 在 曲线 的 
点 处 而 局 (C9) 为 原点 的 单位 有 手 系 正 交 标 架 ， 当 点 请 移动 
时 , 这 组 标 架 随 之 沿 著 曲线 运动 , 轩 比 它 成 为 曲线 上 的 “活动 
标 架 "(图 1-15)， 
定义 ”单位 右手 系 正 交 主 识 
{rsY; TSI, NESY, BS} 
称 为 曲线 全 一 P03) 在 点 访 插 党 需 耐 标 架 ， 

有 关 前 线 的 弗 志 耐 标 架 的 计算 公式 ， 尔 论 是 在 弛 长 参数 
或 在 一 般 参 数 的 直 示 下 ,都 已 给 畦 列 在 上 一 节 中 了 ， 

在 曲线 论 中 ， 经 常 全 用 这 组 随 人 参数 的 恋 化 而 活动 的 郑 雷 
耐 标 架 , 以 玛 代 鲁 定 的 笛 长 儿 直 前 标 架 介 ; 名 了， 天， 这 种 活 
动 标 架 法 ,在 近代 微分 儿 何 中 起 落 很 天 的 作用 . 

大 们 在 实际 生活 中 , 也 不 时 会 用 到 活动 标 架 方 法 ， 一 条 
船 航行 在 茫 落 大 海上 , 如 果 我 们 职 共 前 进 方 浆 为 到 铬 下 向 
上 为 吾 ， 则 站 = 吾 x 和 是 洛 水 平面 而 指向 左 航 的 向 量 ( 图 
1-33)， 当 水 手 观察 到 海 曾 上 空 一 棵 直 升 飞 机 时 , 他 报 出 下 殉 
读数 ; 正 前方 了 米 , 左 侧 y 及 ,高 度 = 米 ， 这 三 个 数字 ( 包 揪 符 
情 在 内 ) 就 是 飞机 在 活动 标 架 {f; 和 入 ,Bl} 中 的 三 个 坐标 
分 量 , 它 们 是 时 间 t+ 的 函数 . 即使 直 升 飞机 基于 空中 不 动 ,网 
为 船 自身 的 运动 .飞机 的 坐标 x, 包 # 也 看 变动 ， 这 一 疏 与 赔 
定 和 的 第 长 儿 标 架 不 一 样 ， 

在 上 例 中 ,活动 坐标 确实 比 阅 定 举 标 方便 不 热 的 话 ,在 


“ 50,, 


团 “I 季 


地 球 中 心安 放 一 个 苗栗 几 下 角 标 间 , 用 以 测度 飞机 的 位 置 , 那 
是 不 胜 其 烦 的 ， 实 际 上 , 当 一 场 海 成 打 起来 之 后 ,对 舰 船 火器 
说 来 ， 真 正 有 用 的 数据 正 是 政 料 在 活动 标 架 中 的 举 标 名 纪 
z， 政 机 的 经 纬度 却 是 次 此 的 ， 

浊 面 上 也 有 类 似 的 活动 标 架 ， 比方 说 , 在 上 海 建立 测定 
方位 的 举 标 对 ,一 般 坡 单位 右手 系 正 交 标 训 {了 和，B} 合 于 
向 东 ., 向 北 、 向 上 三 个 方向 ， 对 上 海地 区 说 来 , 整个 地 表面 近 
似 看 成 平面 , 因此 ，{ 了 NN,，B} 在 小 范围 内 近似 地 是 一 个 而 
定 标 染 ， 如 果 在 巴黎 也 建立 相仿 量 单 信 右 卑 系 正 交 标 架 { 于 
和 召 }， 使 合 于 洗 地 欧 击 东 、 向 北 、 向 上 三 个 方向 时 , 那 末 各 
上 海 的 {了 六， 吾 } 就 不 一 样 ， 这 是 因为 上 海 和 巴黎 同 处 于 
一 个 球面 上 ,而 共有 不 辣 的 经 纬度 ( 岁 1-23)， 关 于 曲面 上 活 
动 标 架 的 具体 构造 ,我 们 将 在 第 二 竟 介 绍 ， 

[ 例 】 设 贺 往 兽 线 的 方程 为 


P= aCe0s, Wein os, Bos}, 


从 3.8 段 的 例 工 得 知 


了 一 上 of 一 sin ws, vows, 8}, 


9 加 7 


和 一 【一 ecogs es， 一 sincos， 0}, 
B=ow{phsinos, -honedws, el}, 
图 十 24 画 了 ?<0 时 前 圆柱 螺 线 , 这 时 挠 率 
= 一人 0 
圆柱 蜂 线 是 左旋 的 .我们 将 在 4.3 段 中 说 明 ， 图 柱 禁 线 依 挠 
率 为 正 或 负 而 分 成 右 旋 秋 严 旋 隔 种 . 


+ 


图 1- 和 4 


注意 ， 了 了 的 第 三 分 基 5 一 0， 所以 它 是 向 下 倾斜 的 。 入 
的 第 三 分 景 为 零 ， 它 总 是 平行 于 水 平面 且 指向 2 轴 ， 加 的 第 
三 分 量 oa>0， 它 是 向 上 倾斜 的 . 

某 公园 里 有 一 种 左旋 的 絮 旋 滑 宰 (网 1-25)。 当 匾 子 们 
从 高 处 下 滑 时 ， 假 定 始终 保持 这 样 一 种 姿势 ， 两 中 伸 坦 紧 巾 
梯 面 , 左 臂 仁平 指向 轴线 , 上 身 插 而 竹 直 于 双眼 , 那 来 , 咀 、 
左 眉 、 上 身 三 者 就 构成 左旋 贺 柱 螺 线 的 一 组 弗 赫 两 标 架 ， 随 
we BO 。， 


着 居 的 下 滑 ， 旁 观 者 将 会 看 到 这 组 标 染 是 怎样 沿 着 圆柱 蝶 线 
“活动 的 ， 


入 .号 弗 亩 耐 公式 


我 们 在 第 二 节 学 习 了 问 莉 函数 吾 ()， 把 如 的 ) 分 解 在 
某 一 回 定 标 哥 世 , 了 ,下 上 ,使 给 出 分 晤 表示 式 
ROS) -w+ty HT +2 SE, 
向 量 函 数 如 (8) 的 省 阶 导数 
RS), S RS), : 
等 等 ， 才能 简单 地 风 访 分 量 的 相应 阶 导数 来 表示 ， 
在 曲线 论 中 ,我 们 常常 把 吾 () 分 解 在 基 一 条 曲线 
了 一 了 (SS) . 
在 点 总 的 非 雷 耐 标 架 {TC0S), 和 NOS), BGS)} 上 (图 1-26)， 
ROS) = aS) TC) + BY NOS) + 7 (5) BOS). 
这 时 ,一 阶 导数 


RON -oA THBNIYB 


ET 
四 


四 dT p+y 3. (4.1) 
二 阶 导数 将 有 更 多 的 项 ， 这 就 需要 求 出 标 架 向 量 了 了 多 如 
。 
RISY 
| 
OW _ 1 
3 


BD 二 


的 导数 (5), N38), B89), 

当 s 是 得 线 守 一 P09) 的 骂 开 时 ， 从 {8.24) 与 (3.27) 式 已 
经 有 
TEN B=--—rN. 

“六 了 求 入， 我 们 首先 注意 到 于 六、 吾 是 单位 右手 系 正 
交 标 贺 , 有 关系 
TNxB, NBx1 BB- TxN 
于 第 二 式 牟 过 关于 s 求 导 ， 
N=By T+-Bx T= -rNx TBx (EN) 


一 7 吾 一 并 于 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 曲 雷 而 分 式 : 
人 一 EN 
I 一 并 里 +sB {4.2) 
~ B'-- 一 工本 ， 


它 也 可 写成 知 阵 形式 ， 


到 0 0OYV17 于 i 
加 RE 0 -| (4.8) 
.BB’ 1 rT 0 a 
攻 


注意 ，(4.3) 的 系 流 秘 降 总 反对 称 的 , 对 角 线 上 的 元 素 全 
为 霍 , 让 下 第 和 右上 角 的 元 索 也 为 零 ， 系数 矩阵 中 只 有 了 兰 个 
自由 度 ; 是 率 石 利 挠 康 r， 弗 于 而 公 起 写成 给 阵 形式 ,会 有 鹏 
于 记忆， 

把 弗 过 而 公式 (人 .3 代入 (人 . 力 的 右 端 , 便 求 得 全 下 (3) 
作为 于 ` 机, 嫩 的 线性 组 合 ， 丙 样 , 也 可 导出 可 人 5) 的 任意 阶 
导数 的 去 示 式 ， 

从 下 文 的 说 明 中 可 各 到 ， 空 间 曲 钱 移 黎 分 几何 是 在 于 坑 
外 于 器 * 


请 公式 的 基础 上 形 戒 的 ， 再 此 ,， 弗 氏 醋 公式 又 称 为 曲线 论 的 
基本 公式 。 

下 而 我 们 举 几 个 例子 来 说明 如 何 运 用 弗 雷 耐 款 到 和 弗 盐 
耐 公式 证 明 昌 线 有 关 的 一 些 定 理 . 

【例如 末 一 条 有 曲线 在 各 点 的 密切 平 而 互相 平行 ， 它 
必须 是 平面 曲线 . 

实际 上 , 设 曲 线 的 方 深 为 f=r(s), 而 且 s 是 弧 长 ， 题 中 
的 条 件 是 说 


Bis) = 种 问 证 BB,. 
记 各 二 中 人， 我 们 只 此 证 时 
Bu is 一 100. 
为 此 ,从 
LBo CF rr) -Bo (Tis) ~ ro) = Bo (8) 
—_ Bis. Ti-0 
得 知 BB。- 《sy 一 0) 全 本 数 ,从 而 必 等 于 0 
我 作 还 可 以 答 册 更 简单 的 证 明 ， “人 三 中 的 条 任 导出 入 
率 = 人 ,在 此 就 不 详 述 了 ， 
[ 例 2] 若 此 级 的 所 法 创面 都 通过 定点 ， 则 曲线 是 球 
面 田 线 ( 即 昌 线 落 在 基 个 球面 上 )， 反之 也 对 . 
[证 】 我 们 不 站 良 这 个 定点 为 原点 人。 按照 条 件 ， 有 曲线 
在 每 点 总 处 的 法 平面 通过 原点 已 于 是 有 (5) 二 ， 即 
和 5 0 
另 一 方面 ， (P32r r= 2 T—0, 
积分 得 Ca 
即 曲 线 守 一 了 (5) 落 在 半径 为 r 的 天 商 上 ， 
肥 过 来 , 设备 线 在 一 个 半径 为 的 球 恒 上， 我 们 取 球 心 
rr 于 w 


为 原点 0, 则 有 
人 一 了 
笠 是 39 T=—0, 
就 是 和 (Ye 可 是 于 (es) 是 间 钱 在 点 号 妊 的 法 平西 的 法 
向 量 , 遍 以 这 个 法 平面 必须 通过 球 心心 ]】 


习 题 六 
1. 试 证 明 曲线 一 zt 在 一 般 答 数 下 的 弗 油 附会 式 为 
至 一 ky 
本 = 一 二 whB 
下 = 一 Te 四 
式 中 += |?1, 
2， 试 证 阴 ; 


和 
(2) (8', B", BO 一 二 人 (人 
ts TT 
t 3 0 iY. 
(3) CN, YY 有 人 


(CN NO NO 一 0 


3 i 忆 
一 到 人 er K+). 


3， 设 空间 曲线 的 切线 和 从 法 线 问 一 个 固定 方向 的 来 角 分 别 为 外 和 只 
试 证 明 : 


SP dp 
ainy dy T" 
和 4， 已 知 曲 线 r 一 ri8) 的 曲 梁 六 和 说 永吉 试 寻 东 向 最 函数 到 (C3), 使 下 
| 到 一 和 > 下 
(es 
B=tdxB. 


[和 


|] 


A dr a hs 
. 将 地 后 和 地 太 写 成 式 N, 是 的 琶 作 组 合 


证 囊 下 列 业 线 是 款 厅 出线 ， 


(ly = 一 Tagnat ontoost oosf 冉 ; 


> 


C2) 一 一 CO8 22， 一 号 oon， Sn 2 站 ， 

7. 蕊 知 装 线 Cr=rtsy， 泛 让 中: 落 邮 线 加 的 
《1) 所 有 切线 通过 证 点. 训 安 足 租 线 ; 
(8) 所 有 切线 开本 平行 , 则 扣 是 和 线 ; 
《8) 所 有 二 法 TR 则 是 可 ; 
(4) 所 有 针线 平行 二 同一 平面 , 赔 习 证 平 请 节 线 ; 
(5 所 有 从 法 :同一 平 而 ; 则 0 是 平面 曲线 ; 

- (6》 所 检 密 切 平 而 洒 过 字 点 , 则 是 平面 昌 线 ， 

8. 设 必 是 半径 为 + 的 球 帮 而 所 -条 空间 山 线 在 弧 长 * 表示 下 的 方 
程 罗 一 r(s)。 试 证 时 : 
GD 站 纲 线 的 所 二 法 可 五 祝 岂 , 则 妆 一 as 十 天 (0 和 

(3) 若 曲 斌 的 所 有 密 忆 于 而 三 五 相 切 ， 则 re) 茂 为 平 击 曲 线 或 满 

元 


+ (Tn). 
9. 证 虎 线 一 ra 该 在 避 归 扰 为 球 心 的 球 商 上 ，8? 是 强 长 上 参数， 曲线 
的 昌江 站 与 绕 率 和 部 未 及 零 , 试 证 时: 


r=—HN- 此 B, 
T 


式 中 曲率 半径 


4.3 空间 曲线 在 一 点 邻近 的 结构 
本 段 中 ， 我 们 将 运 币 弗 居 出 标 架 和 弗 畦 耐 公 式 研 究 空 间 
调 线 在 其 一 点 邻近 的 结构 ， 这 项 研究 的 月 处 是 ， 
在 机 械 土 程 间 题 中 ， 有 时 需要 并 清楚 一 条 空间 曲线 
在 某 点 附近 的 具体 形状 , 并 给 以 恰当 的 表述 ， 
站 Bs: 


(2) 当 曲 织 在 每 一 点 邻近 的 形状 都 被 分 析 清 楚 之 后 ， 我 
们 对 整 疏 曲线 的 形状 便 有 一 个 比 绞 全面 的 了 解 ， 

(83) 说 朋 找 这 5 的 符号 的 几何 意义 ， | 

为 了 研究 出 鳅 在 一 点 Po 邻近 前 性 质 ， 我 们 直 然 会 想到 
两 种 局 部 性 质 的 有 用 工具 : 

{1) 曲线 的 问世 方程 Ff 一 ?9 在 Po 点 的 泰勒 展 开 ; 

(2) 曲线 在 Po 点 的 弗 当 而 标 架 的 运用 . 

为 了 简化 书写 记号 ， 我 们 选择 弧 长 8 为 参数 ， 使 曲线 在 


了 eo 点 对 应 于 8 二 0。 然后 , 在 5 二 0 附近 将 f(8) 护 照 率 勒 公 尖 
展开 为 
(8) =r 0) + sr (C0) + 村 sy” C0) 
十 吝 58g0 (0 十 (@)， (4.4) 
式 中 ( 铁 代 表 余 项， 是 +4 和 注意 到 
(8) 一 
(5) = i 


5 
在 上 列 诸 式 中 取 ?一 0 再 代入 (. 贡 式 ,使 硝 


7 -0) =-(s 一 外) T(t 


+ Ke # Bo (0), 


式 中 记号 如，To， 柄 而 了 0， No，Bo 依次 代 类 (3)， Tls), 
x 和 (9), NCs), 如 (3) 在 s=0 的 值 ， 
”现在 取 曲 线 在 Po 点 的 缠 欠 耐 标 架 frC0); 下， Bo} 
沪 新 坐标 么 。 此 时 ， 曲线 在 点 点 - “的 邻近 点 的 新 煤 怀 罗 到 
可 展开 为 i; 

“和 


A 时 1 
LB 二 
时 人 8 i 人 | (4 (4 .5) 
= 生 
2 (4) 
1 


这 组 下 达 式 称 为 布 于 Bouguel 公式, 亦 称 曲线 在 Po 的 
”名 域 内 的 规范 展开 ， 

-- 般 ， 各 mo 关 0 如 果 我 们 仅仅 取 到 导 .5 中 每 式 的 第 一 
项 ,而 略 去 山 阶 项 , 就 得 到 -一 茶 在 Po 四 邻近 和 和 原 曲 线 避 近似 
的 轿 线 C 它 在 Po 的 邻 点 五 的 所 部 总 标本 以 表 成 


上 一 :加 
y 有 A 32 (4.8) 
2 
koto 站 
妆 


出 此 可 现 ,，z a i 去 的 高 阶 项 也 越 小 ,所 以 曲 漫 分 
与 原 划 线 忆 让 Po 的 邻近 非常 靠近 . 

近似 曲线 他 与 康明 组 (在 Po 点 有 相同 的 曲率 各 利 挠 
率 m 以 及 相同 的 弗 窜 而 标 丙 {? (0); Zo, NYo, Bo}， 于 是 在 
4 点 有 同一 的 密切 下 面 . 法 平面 竹 藉 切 平 面 ， 这 一 希 论 作为 
可 题 瑟 的 第 工 题 , 留 给 读者 证明 ， 融 要 注意 的 古 :， 8 计 原 曲线 
的 强 长 ,但 不 是 近 拟 曲线 C 的 强 长 ， 

从 过 . 辣 立 邮 得 由 有 是 线 0 在 费 雷 融 标 架 的 各 伐 标 面 上 的 
投影 晶 伐 汪 它 们 当然 代表 养 原 曲线 口 在 这 三 个 面 上 投影 曲线 
前 近似 ,详细 地 说 ,我 们 有 : 

(DD)- 典 线 口 在 Po 点 前 密切 平 画 上 的 近似 投影 是 一 条 所 
物 线 ( 国 1-27 C0) 


Ta 


No Ti 


人) 在 密 鲁 平 本 的 狂 玉 好》 在 评 平 醒 的 投影 


人 
图 二 -时 
革 
- (4.7) 
Ly- ~ 2, 


(2) 曲线 品 在 Po 成 贻 法 伴 面 上 的 近似 投影 是 半 立 方 抛 
物 线 5 度 | 1-27(5)) 
y= 
“ (4.8) 
hr ， 
一 一 


全 
《3) 则 线 口 在 Po 点 的 从 切 平 画 上 的 近似 投影 是 一 条 广 
方 抛物 线 ( 图 1-27(0)) 
* 晤 晤 3 


茹 吧 + 加 


(4.9) 
Le 

图 1-28 了 示意 了 当 T0000 时 ， 近 侯 曲 线 O07 连同 它 前 三 条 
投影 曲线 一 起 赤 示 在 Po 点 的 弗 军 而 标 架 中 的 图 象 . 

结合 方程 (4,6) 利 岁 
二 -38， 我 们 获得 原 曲 线 吃 
在 ze 点 邻近 的 两 项 几何 
性 质 : 

(DD 在 点 邻近 , 册 
线 避 完全 薄 在 从 切 于 面 的 
指向 MW 的 一 条 这 是 因 
为 各 > 有 根据 导向 有 

y=0, 
而 且 仅 当 8s 一 0 时, g=-0. 

2) 抄 率 符 续 的 儿 箱 
意义 ， 在 Po 点 附近 ， 从 图 1- 外 
过 . 全 中 的 第 三 式 敌 ， 洛 加山 曲 强 局 沼 着 弧 长 增加 的 方向 
穿 过 密切 平面 ,指向 如 6 的 正方 何 ; 而 当 ro<0 时 , 则 指 问 基质 
方 商 ， 

图 1-28 如 了 zo 六 0 的 情况 ， 曲线 上 的 篇 水 代 圾 长 增 
加 的 方 铅 ,它们 在 礁 标 时 点 与 的 方向 是 一 致 前 ， 

当 zo 志 C 人 时, 因为 方程 (和 .二 To 无 关 ， 图 1-27 (的 保持 
不 变 。 和 但 在 方程 {和 .8) 与 {4.9 中 的 2z 俘 最 与 zo 有关 ， 容 易 
看 出 ， 只要 把 图 1-37{0) 利 (0) 的 曲线 关于 水 平 轴 作 一 对 称 变 
换 ， 便 得 到 zw6 志 0 时 的 鸭 象 ， 这 时 曲线 上 的 箭头 记 要 一 起 变 
换 ,， 变换 后 , 图 他) 的 形状 不 变 , 但 入 头 反 阿 。 


» 7 康 


到 


呈 


人 如] m2 
图 ”1-38 


.ro<0 时 ,区 线 C0" 的 三 条 投影 曲线 表示 在 图 1-29 下， 


图 工 30 给 出 了 (om>0 和 (bjro<0 时 的 两 种 由 线 在 在 名 
点 全 近 的 空间 示意 图 ， 


现在 , 我 们 进一步 痢 明 挠 在 符号 的 筷 何 意义 . 按照 38. 8 县 
A 9 


鲍 工 的 计算 结果 ,图 柱 最 线 的 挠 沁 * 等 于 常数 -zsz， 因 


此 , 工 与 己 的 下 负 导 相 问 ， 图 134 是 按照 的 水 同 符号 本 出 
的 丙种 螺旋 线 ， 棋 据 空间 解析 几何 中 的 者 于 法 则 判断 ， 当 
Tt 和 时 , 则 族 是 有 放 的 ,， 称 为 “大 放疗 柱 埋 线 忆 反之， 当 T<0 
时 ,曲线 是 左旋 的 , 称 汶 "上 友 旋 园 柱 埋 线 ”, 


则 I 
如 > 右 放 图 柱 钳 级 好 ;7 二 左旋 加 柱 岂 堪 
到 131 


据 此 ,我 们 自然 地 按照 zw 为 下 或 负 , 而 称 戎 线 口 在 忆 点 
分 近 分 别 为 右 旋 或 左旋 ,这 是 因为 从 一 小 事 曲 线 来 看 , 前 者 
同 友 旋 圆 柱 螺 线 相似 ; 后 者 加 左旋 四 柱 曙 线 相似 ， 
请 读 考 注 登 不 监 产生 这 样 一 种 错觉 ， 以 为 把 一 条 右 旋 贺 
村 螺 线 颠倒 过 来 , 就 后 了 均 旋 加 往 螺 线 ， 这 是 办 不 到 的 不 
信 可 以 把 图 31 倒 过 玉 试 试 , 它 们 的 旋 向 仍然 不 变 ， 只 有 对 
照 着 匀 子 里 的 象 , 出线 的 族 向 才 会 发 生变 化 ， 因为 族 向 是 用 
措 率 5 的 符 导 标 志 的 ,用 几何 术语 来 讲 , 抄 率 是 刚体 运动 不 变 
景 , 而 在 反射 变换 下 , 措 岩 晨 改 变 符 司 ， 
自然 界 中 存在 式样 芬 异 、 花 名 繁多 的 螺旋 线 , 它们 大 都 按 
照 一 定 的 规律 保持 各 冲 的 旋 沿 。 葡萄 芯 是 右 旋 的 , 啤酒 花 茧 
9 站 入 * 


(4) DNA 分 子 模型 :示意 图 
图 夺 圣 右 蓝 了 SN 和 分 子 乏 曼 旋 洁 构 
是 左旋 的 ， 生 物体 中 携带 遗传 信息 的 基本 物质 DBNA( 脱 氧 核 
糖 核酸 分子 则 是 右 旋 的 双 妮 湛 千 网 ( 赂 1-33)， 新 近 发 现 了 
少数 左旋 的 DNA 片断 ,但 七 的 机 理 还 不 基 明 了， 


习 题 七 


工 ， 证 明 须 线 
在 #=0 处 的 曲率 与 挠 这 为 加 与 To 机 县 TO、N(O7、 了 0 分 副 
重合 于 zz 轴 、# 轴 、 = 才 . | 
(本 题 谋 明 ， 近 似 有 线 与 原 曲 线 在 原点 的 曲率 与 挠 率 各 各 相等 ， 琢 
所 有 疝 一 组 弗 需 醒 标 架 . ) - 
证 以 强 长 8 为 获 娄 的 曲线 忌 的 向 率直 和 撞 这 王者 为 正 ， 弗 韦 耐 标 
架 为 全; TN, B;， 作 曲线 
De， rersy 一 | Bs), 
试 证 : ks 也 是 曲线 如 的 呈 长 ; 
由 宇 全 # 


由 线 人吉 的 利率 关 、 皂 替 妆 悦 砷 泊 耐 标 欣 分别 党 ， 
RT, Tr, B, - NN, Ti. 


生 . 全 小结 


我 们 在 解析 儿 何 中 经 常 使 用 国定 不 动 的 笛 卡 儿 直 角 举 标 
系 ， 而 在 微分 几何 中 加 引入 了 曲线 的 弗 雪 醒 标 架 1 下 如 
略 }， 这 个 活动 标 现 的 优点 在 于 对 微分 有 利 , 因为 微分 就 是 从 
运 沙 产 生 和 前。 不 但 知 归 .上 弗 雷 凯 标 哥 的 微分 正 是 为 曲线 的 苦 
率 各 抄 率 + 所 鹿 划 ， 而 记 和 7 丸 是 曲线 最 基本 的 两 个 几何 
景 , 这 就 是 弗 雷 耐 公式 的 内 容 ， 

弗 备 阶 标 加 和 弗 馈 山 公 式 在 山 线 论 中 是 最 基本 的 。 空间 
曲线 在 弛 长 表示 下 的 上 弗 负 时 公式 有 具有 十 列 的 下 阵 表示 式 ， 


TT’ "0 kb 0 
(w)(- 0 -js 。 
BB 4 一 Tt 0 B 


第 五 节 ”空间 贿 线 论 基 本 定理 
5.1 基本 定理 


给 定 一 条 空间 由 级 一 了 is} (s 是 电 长 ), 我们 便 可 求 得 曲 
率 上 (8) 利 指 率 z3(8) 这 喇 个 几何 量 ， 人 们 自然 要 间 ， 是 不 是 还 
会 引出 第 三 个 上 几 簿 让 浅 - 

杰 节 的 车 本 定理 将 同和 疹 这 个 问题 ， 浪 了 刻 划 : - 亲 空 间 曲 
线 和 在 空间 的 形状 ， 具 要 妥 深 友和 和 迫 这 zf 两 个 玫 何 和 戌 全 已 
足够 了 ,并 不 椰 在 第 汪 个 几何 二 

入 们 村 着 要 问 的 是 ， 随 证 维 出 两 个 画 数 5 和 0 着 
否 必 定 存 在 空间 曲 句 口 ， 其 井 率 二 一 大全)， 挠 率 Y 一 7 当 


站 


然 , 这 里 的 函数 下 (的 和 工人 (人 需要 附 其 其 些 限制 , 比方 说 
TN EO Fs) 和 人 0 
这 是 因为 ,一 条 股 线 的 昌 兴 和 拨 率 必须 满足 这 些 条 性. 
上 述 师 个 问题 个 超 来 便 症 曲名 论 基 术 定 理 的 内 容 ， 转 别 
称 后 者 为 存在 性 问题 , 前 者 为 叭 -性 问题 . 

”” 贡 线 论 基本 定理 ”在 区 闻 (0, 态 上 任意 给 定 连 续 可 微 函 
数 Es) 0 和 连续 明 数 T(9) 以 及 补 始 正 交 标 架 (ro To,， No, 
Bo}， 其 中 To，No，Bo) 为 单位 正 交 有 施 向 量 组 。 则 唯一 看 
在 一 条 作 类 的 正则 有 曲线 CO，r? 一 xr (5), 使 得 

CD :是 基线 0 的 挛 长 参数 ; 
”(3) 上 曲线 在 8=0 处 的 弗 带 耐 标 哥 
{r0); TO), NO), BO = {ro To, No, Bo}; 
(83) 曲线 0 的 天 率 上 C8) 一 Fs), 措 率 rs) 一 T(8). 
基本 定理 的 证 月 较 长 , 在 给 出 证 明之 前 , 我 们 先 介绍 一 下 

证 明 的 纪 牙 . 

如 果 存 在 一 条 分 别 凡 二 0 和 7(8) 为 曲率 租 挠 率 的 
Ca 奖章 钱 CO， 人 = 池 人 (加 侣 是 弧 长 )， 则 下 列 莫 雷 硬 公式 必须 成 


-一 —TsN 

.现在 ,我们 措 则 题 倒 过 米 大 , 将 (5.1) 看 成 关于 未 知 疝 车 
衣 数 了 了， 也: 和 NB 的 线性 齐 次 常 微 分 方程 组 ,而且 在 色 知 案 
[和 是， 


数 8s 0、7(s) 为 连续 函数 的 条 件 下 , 求解 了 了 =r(s}， 使 得 8 
是 弧 长 ，tGi 0， AU 要 是 井 线 在 总 点 的 弗 销 责 
活动 标 架 . 

按照 常 微分 方程 的 理论 ， 当 给 定 初始 条 件 {ro，To, iNo, 
Bo} 时, 上 列 方 程 组 的 解 哈 一 存在 , 从 而 获得 曲线 

CO, r=F(), 
刹 下 来 的 问题 是 ， 要 证 明 这 样 得 来 的 出 线 口 必 定 满足 禁 本 定 
理 中 的 三 项 要 求 
对 于 不 熟悉 常 微分 方程 理论 的 读 省 说 米 ， 可 以 略 去 世 本 

定 还 的 证 明 不 看 , 这 样 , 并 不 会 影响 对 宇 书 的 学 习 和 掌握 , 

为 了 完备 起 见 , 我 们 壕 攻 把 证 明 手 述 于 下 ; 

首先 ， 将 基于 线性 并 次 常 微 共 方程 组 的 解 的 鸣 一 存在 定 
理 表 述 为 下 面 的 引 再 . 加 

引 理 ” 设 afs 人 站 2 3 是 在 区 间 [， 如 上 定义 的 
8 个 连 统 阴 数 ， 郑 末 关 于 ts 全 1，2 3 的 线性 齐 次 常 徽 
分 方程 组 

Sas) G1, 2, 3) 

的 和 解 必 存在 , 而且 当 给 定 初 始 条 什 ED) 一 古人 坟 一 1 2， 3 时 ， 
解 是 唯一 的 . 

其 次 ， 将 前 道 玫 节 中 所 讨论 的 曲线 沧 的 内 容 按照 分 析 的 
次 序 安排 如 下 : 

己 知 草 线 C 这 人 弗 从 夺标 架 至 2 弗 直 而 公式 一 > 曲率 
EO 有 挠 这 5 人 (5)， 

蔚 李 定理 的 证 明 可 以 寿 成 一 个 经 会 的 过 程 ， 也 就 是 把 上 
述 分 析 过 程 的 次 序 基 人 司 过 举 : ， . 

已 知 范 数 衣 9) 和 08) 一 -> 建立 常 微 分 方程 组 (相当 于 缆 


所 


需 出 公式 ) 于 的 弗 备 而 标 架 益 守 基线 0， 
”最 后 , 我 们 把 定理 的 证 明 分 成 三 个 步 又, 就是: 构造 标 哥 ; 
移 造 曲线 0 证 明 面 线 C 满足 定理 的 要 求 。 其 中 ,第 一 个 步 
层 最 为 度 大 , 它 相当 于 对 货 , 巧 中 的 后 三 个 方 释 作 为 常 微分 方 
程 组 求解 .第 二 个 步骤 较为 简 音 , 只 要 对 个 .1 中 的 第 一 式 求 
解 就 可 以 了 . 
”基本 定理 的 证 明 

I. 覆 造 兵 架 

我 们 首先 用 已 知 函 数 ts =0 和 T( 引 来 建立 相当 于 引 理 
中 的 线性 前 钦 常 微分 方程 组 

Dod Gla) (60 


其 市 系 数 舍 阵 为 3x3 的 扩 对 你 阵 


设 方 程 组 的 初始 条 忻 为 
#0) = To, HO) = No, ts 0) = Bo. 
这 里 ，ZTo、 和 No、 Bo 为 给 定 的 单 他 正 次 右 旋 鲁 量 组 . 
按照 引 理 , 方程 组 (5. 多 的 解 必 存在 , 而 和 且 基 叭 一 的 ， 
Vilsy, Hols), fts ls). . 闻 
现在 我 们 证 明 ， 上 侧 得 到 的 一 组 解 ti(s) 。tafs) 、 sss) 
在 每 个 加 钼 必 构 成 一 个 单位 正 交 右 旋 向 景 组 . 
实际 上 , 记 
Ps) = j=, 3, 3), 


FA 


得 出 
wa Sa ~“, - » ‘ : 
. i 一 这 人 CD itd 《时 了 一 上 ， 2， 3). {5.3) 
按照 方程 组 中 .21 的 初 绊 条 性 , 我 们 有 
0， 当主 玉 太 


PotO) = WO HO) = Bj = 
pu 0) i‘ 有 = By [i a 


(5.4) 


这 样 ,这 ps 构成 了 以 6. 包 为 初 栓 茶 什 的 微分 方程 组 人 6.8) 的 
一 组 解 ， 
另 一 方面 ,由 于 (ew) 为 反对 称 舌 阵 , 我 们 有 


1 
之 Ca 十 ti 0 ,j=1, 2, 3)., 


所 以 
Py Wb j=1, 2,3) (5.8) 
也 是 方程 组 引 .3 的 一 纽 解 , 而且 满足 届 . 和 9， 
从 引 理 立 即 得 到 . 


Ws WS) = 6 一 3， 3), 
这 就 袁 明 了 三 (9 二 (5)、 Hat8) 对 于 每 个 $8 值 总 是 构成 单位 
正 交 向 量 组 . 又 按 混合 得 (tC8)，Ha (8) ，WMs(8)) 等 于 十 工 或 
一 1 的 不 同 仙 区 分 疝 量 组 二 (9) 、 8.(82 、 24s (8) 为 右 施 或 左旋 ， 
然而 , 当 s=0 时 ， 
(1500), fat0), Hat0)) = (To, No, Bo) =1, 

而 且 混 合 积 ( (9) ， Wat， Ws (5) 是 常数 ,所 以 得 等 于 1 

I1， 移 造 曲线 避 

作 


FE 


Fs) Ft i (ss, 上 .的 
便 得 到 所 要 的 曲线 0, 


TIT， 这 桩 的 轩 绕 C， = is 必 满 足 定理 的 所 有 条 件 ， 
先 将 十 .的 式 对 。 求 导 志 次 ， 


全 人 _ 了 
9), (5.7) 
o> PF. 四 A EF i 
人 Kis), ‘5.8) 
= Et ki hut Tas) (5.9) 
因为 ls) EO TD) EO, 了 连续 ， 即 (9 E03 而 


且 
| 到 Ms}| 一 
所 以 上 是 曲 线 吕 的 孤 长 参数 ， 
其 次 , 为 了 证 明 曲 线 C 的 弗 志 而 标 架 是 
六 人， 加 GT (人 (9]， 


面 且 曲率 . Rlsy -让 Cs， 
比率 (3 = Tg), 
我 们 从 嫩 . 门 和 全 ,8 得 知 


了 一 和 一 有 
可 是 入 与 tli 均 为 单位 向 共 ， 目下 有 0， 便 有 
下 
村 盐 , 期 线 避 的 从 法 向 基 
如 = 区 证 一 了 光一 和 
对 两 边关 于 s 求 导 ， 


s 8 » 


rN aB AW 
ds as 
式 中 第 一 个 等 号 芍 成 立 臣 用 了 关于 曲线 口 的 旨 雷 耐 公 式 , 量 
后 一 个 等 写 汐 成 立山 因为 纪 基 方程 组 (6, 的 和 解 ， 从 而 我 们 
得 到 


一 TU, 


审 一 下 
最 后 ,从 (6. 合 己 及 方程 组 入.) 的 初始 条 民 , 我 们 育 
{r 0); TOO), NO), BO)} 
= {ro; Ht0), WatO), WsCO0)} 
= {Fo; 轩 ，， No, Bol}, (6.10) 
这 就 证 明了 渡 足 给 定 初 妈 条 件 的 曲线 OQO， r= 二 7T{9) 的 存在 性 
和 唯一 人 性， 了 
不 窗 我 们 阐述 一 下 给 定 揭 条 件 和 初始 条 御 在 井 线 论 的 基 
本 定理 中 所 起 的 从 用 . 
(人 定理 的 已 知 条 件 
加 El EO TEO fs 
在 评 明 过 程 忠 ， 为 了 哥 证 方程 组 6. 急 有 解 ,只 需要 率 (s) 
和 f+(9) 都 是 3 的 连续 酒 数 就 静 了 ， 有 的 课本 上 讲述 曲线 论 的 
基本 定理 时 ， 只 是 作 Cs}、7i3) E09 的 假定 。 但 是 ， 我 们 从 
6. 纺 可 和 看跌 , 这 种 假定 太 呢 , 不 能 保证 曲线 口 的 三 阶 连 续 可 
微 ,， 从 而 不 能 保证 曲线 如 有 找 率 ， 因 此 ,条件 天 (的 所 上 是 必 
要 的 ， 条 性 (9) 0， 则 是 为 了 空间 上 曲线 CC 的 黄 率 必须 是 正 
欧 ). 
Ne 定理 韵 初始 条 件 {70: To, ,Bo} 
一 初始 条 件 相 兴 于 党 微分 方程 组 (5.1) 的 韧 始 条 和 尾 ， 
和 的 唯一 和 性 。 也 就 是 说 ， 结 定 了 狐 逮 
条 年 , 便 叭 一 地 类 定 虹 线 0; 安 动 初 恕 条件, 便 得 到 个 问 的 解 
-FT 


琢 爱 , 
假如 把 初始 条 件 职 消 ， 仅 仅 给 定 曲率 函数 于 ( 鸣 利 挠 率 函 
数 z(s) 的 话 , 便 存 在 无 穷 多 条 的 解 曲 线 ， 那 末 , 这 些 解 曲线 之 
闻 腹 什么 美 系 呢 ? 管 案 很 简单 ,所 有 解 芭 线 的 形状 都 相同 , 也 
就 是 说 , 通过 一 个 空间 运动 , 可 以 使 其 中 任意 一 条 曲线 重 含 平 
另 一 条 有 曲线 ， 这 一 结论 举 述 为 基本 定理 的 一 个 系 . 

系 ” 设 两 条 类 线 Qi 与 0 在 弧 长 相同 的 点 具有 相同 的 曲 
率 与 挠 率 ， 则 通过 一 个 运动 可 使 昌 线 Cu 重合 于 Da。 也 就 是 
说 , 这 两 条 上 曲线 相互 合同 . 

【证 】 设 {r.C0); ,Ni, Bi} 与 ff 人， 了 N,, B,} 
分 别 是 曲线 Ci 与 0 在 8~0 寻 的 弗 重 国标 架 ， 易 见 , 存在 一 
个 运动 用 ,使 标 架 全 2(0); 各， ,变换 为 标 架 {rr (0); 
有 于， 三， 吾 }， 详 细 说 来 , 先 通 过 平移 将 ?a( 中 搬 到 #5(0), 再 
通过 绕 f1(0) 的 旋转 使 Za 、、 克 ,分别 台 于 守 , Ni 好 , 

设 曲线 0 经 过 这 个 运动 和 变 为 吕 ， 由 于 缴 长 .曲率 和 
搁 率 仅仅 是 依 整 子 两 点 间 的 距离 和 两 向 量 间 的 夹 角 而 定义 
的 , 它们 在 运动 村 的 作用 下 保持 不 变 ， 这 样 一 来 , 在 点 六 处 ， 
人 的 曲率 和 挠 率 与 易 线 Cs 从 而 也 与 曲线 Cx 的 曲率 和 抄 率 
分 别 相 和 等， 而 且 匣 线 民 与 Oi 在 8-0 灶 有 同一 的 烛 雷 出 标 
架 ， 孩 照 曲线 论 基本 定理 中 解 的 唯一 性 知 ，Cn 与 仿 完 全 畦 
合 ( 图 138). 证 毕 , 】 


人 


在 常见 的 微分 几何 教材 中 ， 有 关 曲 线 论 的 基本 定理 的 表 
述 方式 并 术 是 完全 一 至 的 ， 有 的 教材 中 称 这 正 的 系 为 曲线 论 
直 本 定理 ; 有 的 教材 中 期 称 基 本 定 否 为 曲线 论 航 崔 一 存在 定 
理 , 包 播 商 部 分 内 容 ; 

”存在 性 定理 ， 在 区 问 (a, 四 上 任意 给 定 (7 类 函数 
kisy :>0 

和 0 类 范 数 r(9)， 分 别 以 这 些 函 数 为 曲率 和 挠 率 的 空间 曲 

线 必 定 存在 . 

II， 叭 一 性 定理 ， 册 本 段 药 系 . 

如 曲线 论 的 基本 定理 所 未 ， 给 定 了 曲率 函数 #(s) 和 找 率 
函数 (3)， 除 了 其 在 空间 的 位 置 处 ， 曲 线 了 ?= 了 C8) 古 叭 一 到 
定 的 . 但 是 ， 这 不 等 于 说 ， 我 们 可 写 出 + (8) 的 解析 表达 式 . 
轨 为 要 找 出 f(s)， 必 须 把 和 ,了 作为 一 个 线性 齐 次 常 微分 方 
程 组 解 出 来 , 而 在 一 般 情 况 上 是 得 不 到 解 的 显 式 者 示 的 ; 当 
然 , 必要 时 ,我 们 可 以 给 册 逼 近 收 敛 的 近似 解 , 以 适用 于 需要 
数值 计算 的 场合 . 

在 基 些 特殊 情况 下 ， 我 们 能 够 把 ?9) 解 析 地 表示 出 来, 
汪 方 说 ， 在 平面 锰 线 的 场合 ，F -0， 这 时 曲线 7 了 (9) 是 以 积分 
形式 给 出 的 (参见 下 一 节 的 6.2 段 )， 举例 如 下 ， 

【 例 ] 求 满足 tekte 为 常数 ) 的 曲线 了 一 了 (8)， 

解 ， 这 时 , 曲线 的 弗 宙 耐 公 式 为 

aT 


EN 

CN tokB (6.11) 
dB 一 0kN 

ds 


为 了 乌 这 组 方程 , 引进 新 参数 


Cr 


?一 ts = hk(s)as. 
于 是 , 改写 方程 组 (6. 了 1) 为 


人 十 (加 (5.1 


我 们 把 着 长 参数 : 变换 成 -- 般 参数 i， 其 日 的 就 是 ,把 
变 系数 的 常 微分 方程 组 G5.11) 变 成 常 系数 的 常 微分 方程 
组 二 .12)， 和 以 重 于 用 现成 的 六法 求 笛 它 的 解 到 六、 吾 ， 和 进 
币 沙 下 到 韦 .12) 的 者 端 项 比较 稀 朴 ， 我 们 有 更 简单 的 求解 方 
法 ， 

对 6.13) 中 的 第 二 式 两 边关 于 # 求 导 ， 再 将 人 中 ,1 的 第 
一 式 和 第 三 式 代入 , 便 得 

国生 aT eB 


N-eN= ~wN, 


ad ut di 
式 中 @ 一 NL+， 上 列 方程 的 解 是 (参见 2.5 段 [ 例 呈 ) 
NO =ov8 ft-t- sin td, ‘BE.13). 


其 中 避 为 积分 常 沿 景 ， 将 全 .1 代入 65.12) 的 第 一 式 , 积 
分 后 得 到 


Ty) -过 人 shn wd — cog wid+of), 5 .14) 
这 里 吁 是 积分 常 间 景 . 
再 将 ,4 二 和 (5,1 名 代入 {5.12) 的 第 二 式 , 求 得 
B=- {snese -eooth)+if. (5.15) 
窒 艺 验证， 由 (6.13) 玉 5.15) 表示 的 入 和 琶 也 满足 
“0, 


全.12) 前 第 三 式 ， 这 表明 从 全 .13)、 恒 .14 (56.1 全 给 出 的 
{OD NOD， BOD 兢 基 方程 组 弛 .13) 的 通 解 ， 共 中 @、 
了 是 三 个 积分 党 向 量 。 

接着 ,从 与 .所 的 第 一 此 上 师 得 到 孟 求 的 此 线 方 程 


Ty) -过 人 人 小 Sin ot (She s )a 


-人 (上 eos ei(s)ds )biesf |+9, {65.16) 
其 中 g 是 积分 常 向 语 ， 坡 8 一 0, 俩 得 = 人 0). 
最 后 , 我 们 讨论 一 下 个 始 标 架 问 题 ， 共鸣 线 论 基本 定理 
的 条 件 中 订 活 到, 和 在 怪 点 3 一 0 即 汝 二 0 了 时, 席 当 保证 初始 标 
染 了 C0),， NCO) 召 W0)1 为 单位 正 交 有 旋 标 时 ， 十 是 ， 我 们 
对 三 个 积分 常 向 量 8、 避 、 耻 附加 某 此 限制、 
在 丰 .13)、(6.14)、(5.15) 式 中 时 1 一 0, 得 到 
于 00) 一 一 二 Los 
NiD-& 
(B50 £5- 
ry Lr) 
每 成华 阵 形式 使 是 


0) a 

[wa ， (5.17) 
BiV) ‘ff 

0 

1 

总 


1 他 


式 中 矩阵 4 一 


是 行列 式 为 工 的 正 变 阵 ， 这 只 要 验证 A447 = 了 {AT 是 4 的 转 
等 阵 ， 了 是 单位 阵 ) 便 可 明了 。 因此 ，{@, 8 了} 必须 为 单位 
正 交 右 旋 标 架 . 

综 上 记述 , 我 们 得 到 结论 : 曲率 和 抄 率 满足 +=chle 为 党 
数 , 有 > 兮 前面 线 的 通 解 次 定 于 (5.16) 式 , 式 中 风 是 任意 常 疝 
量 ，{@, 再 子 } 是 空间 任意 一 组 单位 正 交 省 旋 标 架 。 如 果 给 
定 初始 标 架 frC0); TO), NO),， BC)}， 对 应 的 唯一 的 解 
曲线 十 册 二 .16) 式 给 出 , 但 式 中 g=7(0), 有 


Le :TO 
[ ja wo 
f BO) 


我 们 在 3.3 段 的 例 2 已 经 乔 和 到， 满足 一 吸 的 曲线 就 是 
一 般 漂 线 . 现在 , 我 们 找到 了 它 的 解 的 一 般 囊 示 式 , 即 悟 .46)， 
但 是 对 于 任意 同 率 函 数 ( 申 ， 和 如 前 面 的 系数 常常 难以 由 
臣 初 等 函数 . 

更 特殊 些 , 若 训 和 都 是 沉 数 , 则 解 曲线 56.1 外 使 能 按照 
初等 孙 数 而 由 成 

(8) 一 二 {toos wis a sincwks bo (Cokes)f } -yg. 


(5.18) 
如 果 取 gg=0，{ 一 9， 一 6, 了 + 作为 空间 直角 沁 标 系 的 莽 
向 量 多 克 开 |， 在 此 举 标 系 中 号 18) 成 为 


rc 一 | 1 ODS CES. 1 Sin co 六 8 ， 2s| 
[ek cy wm 
或 
F 8) = La cos og, da sin ta, bend, (5.19) 
这 里 已 轩 Bk, ot, poe, 
PT 而 


它们 之 闻 满 足 关 系 


上 述 形 示 式 和 3.3 援 的 例 工 的 两 柱 螺 线 方程 是 完全 一 致 的 ， 
所 以 十 .18 是 圆柱 螺 线 . 

如 上 所 述 ， 我 们 证 明了 : & 狂 > 都 是 常数 的 曲线 必 为 
圆柱 螺 线 。 若 用 曲线 论 的 基本 定理 直接 证 明 这 一 事实 , 计算 
就 变 得 十 分 简单 ， 事实 下, 我们 在 3.3 段 的 例 工 中 已 经 明确 
癌 往 螺 线 的 曲率 与 挠 六 + 都 是 常数 , 且 有 关系 式 

太 
4 


一 ~ 
二 


这 就 是 说 ， 对 任意 一 组 给 定 的 常数 瑟 症 站 和 zx， 通过 (3.20) 
式 便 能 找到 一 条 己 志 为 曲率 和 5 为 搓 率 的 隐 柱 螺 弘 瑟 .可 
是 从 基本 定理 的 又 可 知 , 我 们 所 求 的 曲线 和 圆柱 螺 线 瑟 是 合 
同 的 ， 


(5.20) 


与. 全 ”内 在 方程 


曲线 论 基 本 定理 和 此 诉 我 们 ， 一 条 曲线 的 形状 完全 决定 于 
曲线 的 黄 率 和 指 率 关于 弧 长 的 画 数 不信 和 sy。 因此 称 
一 hs) 
{ioe (6.21) 
为 鼎 线 的 内 在 广 枉 . 
”我 们 学 过 的 用 内 在 广 程 发 示 的 曲线 有 : 
(1》 直线 ， = 人 0 撑 尝 巨 定 浆 ); 
(2) 国王 常数 ，r =D; 
(8) 平面 曲线 ，h 一 h(s), + 一 0 


(4) 图 往 螺 线 ， 天 一 常数 ，r… 常 激 : 

(5) 一般 洁 线 ， 一 (Ss)，+ cs)(c 为 非 零 带 数 ) 

这 星 于 商量 线 是 被 视 为 空间 旧 线 的 特例 而 论 的 ， 具 是 它 
的 曲率 函数 不 带 有 条 件 (s) >0， 在 下 一 节 , 我 们 将 引入 平面 
曲线 的 “时 率 ” 概 念 , 以 示 达 它 的 堆 曲 方向 . 

除了 上 述 几 个 简单 例子 外 ， 我 们 将 在 第 七 节 给 出 一 些 比 
较 复 黎 的 内 在 方程 ， 用 以 天 示 球 而 茧 线 和 贝尔 特 朗 上 曲线 等 党 
用 空间 山 线 . 


习 题 八 


1 证 上 明 下 列 兰 件 之 一 是 剧 汰 一 rr 为 一 般 强 线 的 充 要 条 件 : 
《1 混合 CN NN; 一 0; 
3) 泥 合 积 (r", rr) 一 0, 
2. 证明 曲 线 
r=| fsin Grasims, 呈 [costsyds, 了 
是 一 般 池 线 ,起 中 常数 0 一 a 如 全 0. 
3， 在 习 昧 七 窜 2 题 中 ， 若 曲线 全 的 4 二 f， 试 还 明 ， 曲 线 C* 与 0 合 
同 . . 
4. 已 知 项 线 


网 


UO r=a| gt x gat, 
起 由 4 为 非 零 沉 数 ，9() 为 未 兴 而 的 单位 向 景 函 铬 , 试 证 阴 ， 曲 线 
0 的 E30, f= 二 
5， 试 证 明 上 一 匮 的 道 命 迁 ， 找 率 7 一 二 (常数 ) 的 曲线 0 -- 定 可 以 表 
成 
eg 
式 中 为 不 共 面 的 哇 位 同时 臣下 
和 


于. 小 结 


在 衬 出 记 何 中 有 这 衬 的 宣 拌 :也 知 2 生 这 人 、e 其 中 
任意 两 边 之 和 大 于 第 二 这 全 能 决定 - -全 三 角形 、， 这 里 讲 “一 
个 其 确切 含意 是 , (了 看 站 人 性; 在 在 有 角 北 , 医 的 :过 长 分 别 
为 6、 pb、e ft2) 叭 -一 性 : 车 平 雷 上 两 个 局 向 三 角形 的 对 诬 过 长 
分 别 相 等 , 则 可 通过 一 全 运动 使 它们 生 合 . 此 时 , 也 称 这 两 个 
三 角形 人 台 同 { 全 等 )， 于 和 芷 , 起 攻 江 的 二 杀 边 &、8、? 便 成 为 刻 
划 一 个 三 角形 的 形状 的 特征 在 . 如 果 不 K 计 位 置 天 别 ， 它们 就 
维 一 地 闫 定 耳 一 个 “ 阴 形 . 

曲线 论 基本 定理 的 内 容 ， 实 际 .上 同 土 述 三 角 浇 的 例子 可 
仿 ， 我 们 上 只 蓝 把 “一 角形 换 成 * 曲 总 "二 条 边 6、5、 人 换 成 
“曲率 9) 和 找 尝 zt33 ,把 限制 条 件 两边 之 和 太 于 第 三 边 ” 
捞 成 和) 一 0 人 EC TS EC ， 就 成 了 出 钱 论 基本 定 
理 . 所 不 同 的 地 方 在 于 ， 前 一 个 是 玉 体 的 ， 而 后 一 个 是 局 部 
的 . 

在 微分 几何 中 ,六 了 江汉 一 条 曲 江 的 位 置 ,常常 用 厅堂 广 
程 f=F( 人 四， 然而 ， 从 这 种 形式 一 般 看 不 出 有 曲线 的 形状 ， 比 
加 , 给 出 参数 方程 

T= {ue von!, tel sint, be!}, 


如 时 不 织 算 一 证 它 说 哩 夫 


V2 
Sv a+ a” 
.st 
和 挠 率 ” RE 3 
{s 是 亚 长 ), 从 而 
E 上 
到 一 二 村 《为 常数 )， 


悉 怕 不 容易 看 出 它 是 一 条 一 般 的 螺 线 来 
距 然 一 条 地 线 的 曲率 和 挠 闵 关 十 报 长 的 两 数 唯一 地 决定 
了 曲线 的 形状 , 我 们 便 称 
hh) 
1 TIS) 
为 栈 线 的 内 在 方程, 即 ， 指 除了 位 置 的 因素 , 而 成 为 专 一 地 措 
写 曲 线 的 实际 形状 的 特征 阔 数 . 


第 六 节 正面 曲线 
失 内 在 方程 的 角度 考 案 , 平面 曲线 的 特征 就 是 挠 率 


Tsi =0., . 
主 是 ,一 条 平面 井 线 的 形状 完全 决定 于 它 的 覃 率 函 数 
b= kls), 


这 里 (5) >0， 平面 曲线 自然 可 以 看 成 宣 间 曲线 当 v(s) = 
时 的 特例 ， 那 末 ， 关于 半 闸 最 线 还 有 哪些 方面 值得 专门 研究 
的 呢 ? | 
至 少 有 下 列 三 点 考虑 ， 促 使 我 们 需要 专列 一 节 讨 论 平面 
曲线 ， 
(I) 特征 地 描述 抄 曲 线形 状 萄 浊 率 函 数 太 =#(8) 起 为 
正 , 是 不 带 负 号 的 ， 在 平 耐 的 场合 , 我们 能 驶 引 入 带 有 符号 的 
曲 举 六 ,用 以 表示 出 线 的 弯 山 方向, 而 这 十 挠 曲线 所 没有 的 . 
(2) 和 笛 间 曲线 不 同 ， 我 们 能 够 给 出 平面 昌 线 的 弗 震 研 
方程 解 的 显 式 表示 、， 这 样 , 便 在 描述 形状 的 内 在 方程 
hr Rs) 
和 洗 示 拉 置 的 间 景 方程 fF 一 了 Fi 之 间 建 立 更 加 密切 的 关系 ， 
(8) 让 工程 技 术 中 常 凡 的 儿 何 曲线 ， 极 大 多数 是 斑 曾 曲 


线 ， 在 机 彼 工 业 的 郊 轮 和 凸轮 设计 、 数 控 加 工 及 计算 视 辅 有 
几何 设计 领域 中 , 平面 曲线 的 犁 点 .平面 曲线 族 的 包 络 、 等 距 
曲线 以 及 平面 曲线 的 渐 仲 线 和 渐 缩 线 等 ， 都 是 经 常 使 用 的 . 


BG.1 曲率 


我 们 先 看 图 二 8 弛 西 的 两 个 单位 图, 其 中 右 图 把 两 个 半 同 
接 反 了 ， 左 图 的 辈 涡 耐 标 架 比较 简单 ， 不 指向 弧 长 增 如 方 
向 ， 闪 捐血 圆心， 如 硬 旺 于 书本 于 而 指 岛 上 空 。 有 有 周 的 了 
朵 然 也 是 指向 强 长 增 辑 方向， 六 总 是 指向 曲线 的 凹 侧 ， 但 在 
* 一 站 处 发 生 了 距 烦 , 由 于 曲线 在 这 点 公公 0 连续 , 弗 军 耐 标 
架 不 复 痊 在 ,而 昌 此 点 两 党 的 入 和 嫩 分 别 反 向 ,不 是 连续 变 
化 更 糖 的 是 , 这 样 两 杀 形 状 罗 异 的 曲线 ， 其 曲率 二 都 等 于 
( 右 图 中 除了 s 一 x 一 点 外 ;， 它 们 的 内 在 方程 没有 多 少 区 别 . 
这 说 明 ， 如 漆 把 空间 曲线 的 弗 雷 耐 标 架 简单 地 搬 到 平面 曲线 
场合 , 就 出 现 不 能 表示 弯 脂 方向 的 站 是 . 


图 1- 吐 


现在 , 我 们 设法 改造 弗 直 而 标 洪 和 吉 率 函数 如 下 ; 

(1) 因为 从 法 向 晤 加 总 是 重 直 了 曲线 记 在 的 平面, 可 以 
取消 . ” 

(3) .了 仍然 指向 弧 长 增加 的 方向 . 

(3) 定义 向 量 No ， 使 得 TCD， 本 全 在 每 点 如 处 
成 为 单位 正 交 右 旋 标 名 ， 显 然 , 有 


= = 


Jr 人 一 SCs)， 

这 里 s 一 土 4, 尔 者 的 差别 在 于 ， 交 总 是 指 轴 曲线 的 回 侧 ，V 
强调 与 卫 成 右 旋 1 了 (5 让 (8)} 称 为 平面 网线 的 弗 需 耐 标 
架 . 

(4) 定义 平 丙 出 线 则 谈 

-ts) = ERCs), (6.1) 

下 面 推 导 平 男 基线 的 弗 沉 耐 公式 ， 首先 ,由 空 让 上 关 线 的 

弗 雷 而 公式 得 出 
了 一 一 ep (CeN) — brN. 

其 次 , 在 评 ' 一 一 & 于 两 边 习 6, 则 有 -一 下 于 于 是 ， 

平面 曲线 的 弗 育 耐 公式 为 
TT kN 
人 一 一 站 到. 
上 述 改 进 的 实质 性 部 分 在 于 (3)., (由 酚 项 ， 
NsN, kk,, 

使 得 六 与 了 成 右 旋 , 如 带 有 下 或 负 导 ， 而 且 平 页 曲线 的 弗 
雷 耐 公式 C6 .分 仍然 保持 原 有 汐 样 式 ， 

图 1-35 面 了 一 条 按 开 曲率 和 1 卫生 表示 的 平面 曲 
线 , 我 们 从 太 的 正 负 号 可 清楚 地 掉 出 曲线 的 咎 凸 变化 ， 在 
王 西 的 狼 折 点 ， 太 一 Q， 称 沟 曲 线 的 拉 点 5 图 1- 忠 中 的 4、B 
两 点 )， 


《6 .2 


现 1- 折 


， 一 旦 草 线 上 有 了 天 余 的 扒 点 ， 


在 计算 玫 何 中 , 为 了 构造 适用 于 船 船 、 飞 杭 各 汽车 的 和 外形 
的 那 种 兆 顺 的 曲线 ， 就 有 必要 
严 群 地 控制 拐点 的 个 数 ， 因 六 


曲线 便 会 呈现 波动 , 变 得 礁 看 ， 
不 符合 光顾 性 的 要 求 . 在 这 种 
场合 ， 涡 要 计算 平 珂 曲线 明 率 
画 数 在 (3) 的 零点 个 数 ， 一 般 加 1-36 
说 来 , 损 点 个 数 就 是 二 让 的 决定 因素 . 

现在 , 我 们 给 出 各 {2 向,} 的 计算 公式 ， 

在 平面 直角 坐标 系 {0; 刘 中 ， 设 T= {人 (9) 9(s)} 是 
弧 长 参数 5 表示 的 平面 曲线 , 则 


T= {0(s), y'(8)}. (6.3) 


从 主 转 向 于 的 有 向 前 记 为 60<0<2m， 称 为 切身 量 王 的 

旋转 砷 (图 本 -36 日 是 = 的 沙 数 、 今 后 ， 我 们 将 这 个 半数 

680s) 特征 地 描写 平面 旨 兴 者 标 架 {TC3)，ANNrt8)} 的 位 置 ， 

因为 了 是 单位 向 量 , 它 的 分 景 可 以 表 成 

[x C8) 一 eng 由 
Lys) ~ sing, 

按照 定义 ,将 外 洞 反 时 针 方 癌 旋转 与 ， 便 是 了 (图 二 38)， 它 

的 分 量 基 


{6.4) 


COS (+ 二 ) -Sing —y 人 


sin © 十 子 ) = C00 =» (8), 
踊 


ss 赫 冶 


N.~ {~ (0), 2'(D)}. (6.5) 
于 是 , 我 们 从 平面 弗 雷 耐 公式 (6.3) 的 第 一 趟 求 得 
Kr 一 TN —z yy | 呈 py | 

公式 (6.3)、(6.5) 和 (6.6) 便 是 一 条 平面 曲线 在 其 弧 长 
的 炎 东 下 的 弗 雷 耐 标 架 { 和 N) 和 有 曲率 五 的 表达 式 . 

另 一 方面 ,对 全 {cos0，sin 0} 两 边关 于 3 求 导 ,得 到 

:ap 了 _ _ 9 
fi 一 让 一 sim 有 .cns 和 -2 NN., 


利 弗 志 硬 公式 司 . 纪 的 第 一 式 相 比较 的 结果 , 得 
入 ”6.7) 
这 谣 是 说 ,平面 曲线 的 曲率 等 于 切 向 晤 了 的 旋转 角 避 关 
于 弧 长 3 的 恋 化 率 . 


我 们 把 大 内 的 倒数 称 为 乎 疝 井 线 的 曲 字 半径 (包括 符 


.6.6) 


号 )， 
1 us 
p= i 2 

在 工程 技术 中 , 普 帝 用 到 上 曲率 半径 以 代 圭 曲率 ， 

由 此 我 们 也 可 以 看 到 ,不 但 曲线 的 辕 号 , 还 大 强 长 8 的 取 
向 , 都 会 影响 着 六 的 符号 ， 凡是 颖 民 取 定向 的 平面 卓 线 ， 都 
称 为 有 向 曲线 .在 空间 曲线 的 疡 合 , 如 上 所 述 , 我 们 无 法 定义 
其 弯曲 方向 , 亡 以 从 一 开始 就 取 定 此 率 有 =0. 

利用 对 .六 式 ， 立 即 可 以 判断 ， 闹 工 -37 中 两 段 焊 钱 的 向 
都 为 负 , 圆 1-38 中 两 跨 备 线 前 如 都 为 正 . 

从 这 两 张 图 可 以 四 出 一 个 规律 ， 着 名 条 曲线 同 处 主 切 
向 量 全 的 一 例 , 古 沁 0( 图 4.33): 香 则 ， 训 之 0 村 1-87)， 址 
者 讲 ， 曲 线 没 道 了 时 什 方 向 前 进 时 ， 态 >0 没 顺 村 直方 向 前 进 


A A 


下 > 首相 刁 
图 1 全 图 1-38 
时 , 六 所 有， 这 是 因为 , 0.7) 趟 表明 大 与 昭 的 正 负 寻 相 同 fas 
为 正 ?， 而 有 了 疝 角 如 滑车 赣 时 纤 方 向 转动 为 正 , 沿 着 是 时 针 疗 
二 转 站 为 负 ， | 
在 半 面 遇 毅 的 一 个 正常 点 P， 控 照 这 点 的 曲率 平 笃 p 的 
下 贫 分 剂 沿 误 . 的 正 或 负 方 向 截取 此 上 的 一 点 并 迄 
PQ= |p|. 
称 驴 为 曲 第 中心， 可 以 看 出 ， 息 总 是 在 曲线 四 闭 的 一 
便 . 
下 十 我 们 蕉 导 由 率 阁 在 一 般 侈 数 寺 表示 下 的 表示 式 ;， 
设 曲 鲍 为 
-yi 
那 末 切 寺 其 
了 一人 0 DO (6.8) 
参照 (6,3) 一 (6.5), 便 得 
了 To tt 后， (6.9 


= DT 


对 (6.8) 两 边关 于 弧 长 8 求 导 ; 


BGA 
tis — {2, 多 上 (县 r 人， 2 a .10) 
从 (6.8) 趟 得 到 
ds | 
~ 2 iB .11) 


在 以 后 的 计算 中 ， 我 们 总 是 假定 狐 长 s 与 参数 有 宰 同 
的 取向 ， 即 0, 因此 (6.41; 式 成 为 


ds 7 
证 VAT ‘6 ,12) 


C6.) 6.10) 、 谷 .123， 我 们 得 到 了 机率 厂 在 一 般 参 数 
表示 下 的 才 示 式 ， 


过 本 wa NE 
计 . ™ = 一 -一 
所 ts ry ‘9)( ts 
2 
2 — [6.13) 


《2 十 wi 
对 于 按照 显 郑 数 Y 一 Fa) 杰 示 的 平面 曲线 ， 它 的 参数 形 
小 是 
们 ff， 
这 时 二 = 二 <=0 从 人 .413 得 


和 一 一。 (6.14) 


当 平 面 电 线 以 极 举 标 形 式 7 了 一 wm 给 出 时 ， 我 们 把 它 写 ， 
成 参数 方程 形式 
rx) = cosd 
| yO) = 7 (9) sin gd, 


依次 求 出 它们 关于 旭 的 一 阶 和 二 阶 导数 , 代入 但 .13) 式 ,全 得 
到 曙 率 在 枢 彼 标 形式 下 的 表示 式 
he 
{二 
(6.16) 趟 的 具体 推 蔷 留 给 读者 作为 习题 . 
[ 例 了 求 旋 纶 线 
r=1att—sint), atl—ovt)} (Ut 2r) 


6.15) 


的 曲率 . 
解 : = {di—eost), saint}, 
Fo {ue sint, oost}, 
J =av2--23008t. 
曲率 为 
T ?| a(i—rost} casein 
万 ,二 |z 2 Seint COON 
r i RDOoogE) 
~- -一 
daain 
3 


在 经 0 的 点 处 训 <0， 而 凡 上 图 中 的 旋 纶 线 除 了 丽 端 以 负 ， 
不 具有 损 点 (图 -39). 
【 鲍 2] 求 阿 基 洲 德 螺 线 "=a040sb<oo， gq> 人 0 的 曲 


一 俯 ， 站 
一 人、 © 


名 1-39 图 1-40 


坡 照 公式 (6.15, 妥 率 
2 
(Ha lt 
从 如 >0 请， 阿 燕 米 德 螺 线 上 无 接点 ， 号 道 时 针 欧 螺旋 状 ( 同 
1-40), | 
*[ 人 恒久 讨论 下 到 平面 三 次 参数 基线 的 声 点 个 数 : 


?一半 Go 于 ati td (oti+oo), 


(6.10) 
式 中 gs 一 0, 1, 2 3) 都 是 平面 疝 量 ,aa 二 0. 

为 了 下 面 计算 方便 ， 我 们 看 式 中 增添 了 系数 二 和 喜 ， 

在 计算 几何 中 ， 专 门 钱 究 了 怎样 用 一 段 一 段 的 星 线圈 接 
起 来 组 成 船 .飞机 和 汽车 等 复 如 的 几何 外 形 轮 圣 ,其 中 最 常用 
的 曲线 段 就 是 三 次 参数 曲线 , 异 消 想 它 的 损 点 个 数 , 对 于 设计 
光 顺 的 几何 外 形 有 者 特别 重要 的 实际 意义 ， 

设 向 量 生生 在 平 而 直角 坐标 系 中 的 分 量 为 

. 站 {ou, os}, BB- {8, Bol, 
我 们 定义 两 个 向 芷 的 栅 积 六 ， 


.SB1 :| 
是 一 个 数量 ， 代 表 以 向 量 丰 和 召 为 名 边 组 成 的 平行 四边 形 
的 有 向 面积 。 容易 验证 , 换 和 运 算是 线性 的 和 反 称 的 ; 

(aAvB :AC 
(二 EC) (a、8 是 数量 } 
AAB=- BA 
骨 六 是 一 几 
(6.17) 


而 且 还 有 下 面 芍 性 质 成 立 ， 
性 质 “ 作 六 召 =0 的 充 要 茶 件 是 怒 少 器 . 
首先 , 对 (6.1B) 式 沿边 关于 # 挝 连 求 导 丙 次 ; 


个: 部 Eat? A -| 全 1， 


人 = tf 十 本 ;»， 


由 《6.17) 式 可 见 ， 


少 六 末 一 本 (oA CAs tt (Gs) 
= Bp -39t D7), 
式 中 已 虱 
: n= M0, Gs tid, 一生 人生 (6.18) 
我 们 由 此 算出 曲率 的 天 了 示 式 ， 
a 本 1 P| 和 
hr), (6.19) 
明 线 的 拐点 方程 如 = 一 0 是 二 次 代数 方程 
了 0 
现在 分 几 种 情形 讨论 ， 
1°. p=0, 


《Dg=0， 从 要 积 的 性 质 和 6.18) 式 导出 
~ di a, taf ta, 
因为 Bs 下 0,， 所 以 . 
t= ma， {= Bs, 
此 时 , ($6.1) 式 才 未 一 茶 直 线 . 
(2) 9 对 VU， 这 时 曲 弘 月 叭 一 指点, 对 应 于 参数 
t= 
9 
» OS 。 


3” 2 大 0， 
描 点 方程 的 判别 式 是 


I=9°--2pr, 
(1 工 >0 出 ,有 两 全 拐点 : 
t= tN 
PD 
(3) T=0 了 时, 是 一 个 "二 重 描 点 ”实际 上 是 一 个 尖 点 ， 
i 
DD 


(3) 工 <0 时 , 无 拐点 ， 在 作 进 一 步 的 分 析 后 ， 可 知 这 笛 
曲 级 上 存在 一 个 称 为 "二 重 意 的 疝 点 ， 

图 1- 和 画 了 上 述 几 种 情况 的 击 线 图 , 也 就 是 平面 三 次 参 
数 曲 线 按 照 拐 点 和 奇 点 为 特 钙 的 分 类 图 ， 


ALA AL 


2 站 
I>0 


#0 过 
{0 
图 1-dl 


为 了 应 用 的 需要 , 泪 - : 步 要 做 的 工作 , 是 对 二 次 允 娄 曲线 
段 即 限制 人 6.16) 起 在 0<31< 工 的 情况 分 析 它 的 捅 点 个 数 ， 洋 
见 苏 步 青 . 刘 是 元 ，“ 计 算 见 何 >， 上 海 科学 技术 出版 社 ，1981 
年 

上 述 埋 论 分 析 已 挫 成 功 时 应 用 刹 我 国 的 造 库 、 航 空 利 汽 
车 等 工业 部门 的 外 形 设 计 和 制造 工作 中 。 


习 题 大 


工 证 六 直面 茵 线 在 组 举 语 漠 生 各 放生 As 和 大 耻 不 的 砚 率 表示 式 为 


本 
PR 


本 3 生 
3， 算出 下 列 各 乎 徐 曲 线 移 曲 主 癌 隐 南下 下 : 
fi 类 加 一 fgt mmFrint 《0 二 号 
12 并 遇 线 站 一 Sn 
(3) 扫 尿 线 y= 
(4) 悬 链 线 gas 计 ; 
3》 点 物 线 


r= jesing， spr 人 全) (0<p<&); 
(6) 对 疫 唱 线 P=0677; 
《2 星 形 线 r= 14c0o53r, qainit}，, 


名 .号 ”基本 定理 
我 们 在 上 一 假 得 到 的 平面 曲线 的 弗 涡 耐 公 式 


| TT kN 6 a0) 
N: 2 1 { - 


以 及 捐 凡 的 基本 定理 , 是 作为 空间 旧 线 基本 定理 在 s=0 时 的 
竺 鲍 求 看 的 。 在 本 段 中 , 将 直接 导出 这 些 结果 , 以 便于 更 多 地 


FF ， 


害 示 平面 曲线 的 特点 ， 蛙 别 需 要 指出 ， 当 给 定 了 平面 琐 线 的 
曲 窜 函数 六 人 时, 我们 容易 求 出 平面 则 钱 的 显 式 解 ， 
基本 定理 ”在 区 间 [0.， /上 任意 给 定 了 一 个 连续 画 数 
二 及 初始 点 Fo 和 包 姑 人 舌 斜 角 bo19 关 如 工 27)， 则 唯一 存 
在 一 条 正则 平面 曲线 
O, r= {rs), ys)} (OseED, (6.21) 
使 它 的 弧 长 为 s， 曲率 为 (8)， 而 中 满足 初 风 条 件 了 (0) 一 ro 
利 切 向 量 TCO0) 的 衣 转 角 800) 一 抽 . 
[证 】 首先 假定 有 这 各 一 条 浊 线 Q,， 它 的 曲率 
r= ks), 
且 注 足 上 列 初 始 条 人 性 . 
我 们 对 (8 .六 蕊 两 边 施 行 一 次 积分 , 注意 到 初始 旋转 角 为 
夸 , 于 基 曲 线 O 的 旋转 角 


G9) =| ds+ (8.22) 
将 上 式 代 入 (6., 和 ) 式 , 再 积分 一 次 , 着 设 初始 位 置 


To™ {ro, yo}, 
便 得 
ix 一 | 2os Hs) dst zo 
| {6.23) 
ys) = | sin (8) ds yo. 

上 式 便 是 曲线 C 的 唯一 的 表示 ( 哗 一 性 )， 

其 次 , 经 过 直接 验算 不 难 证 明 , 按照 此 .33) 式 袁 示 的 曲线 
2 确实 就 是 所 要 找 的 平面 曲线 ! 存 在 性 )，、 整 个 验算 过 程 无 非 
是 把 上 述 积 分 过 程 题 倒 过 求 , 依次 让 明 ， 

(ss 是 曲线 口 的 弧 长 ， 

(2) 88) 是 急 向 量 人 (8) 的 旋转 角 ， 


e 上 身 盘 * 


《3) 晨 线 辟 的 曲率 各 一 (8 

(和 9 满 趾 初始 条 和 件 了 (0) 一 ro #70) 一 区. 

读者 可 自行 证 明 , 地 处 从 略 . 

同样 , 可 以 证 明 ， 按 照 曲 沸 沙 数 右上 (3)， 便 能 唯一 类 
定 一 条 平面 曲线 的 形状 . 


二 .号 ” 内 在 方程 


上 一 段 中 平面 是 线 论 基本 定理 告诉 我 们 ， 一 条 平面 即 线 
的 形状 完全 被 曲线 的 曲 闪 关于 弧 长 的 函数 i(s) 所 唯一 决定 
因此 , 与 空间 曲线 相仿 , 也 和 平面 雪线 的 肉 在 方程 
Er = Er(s). (6 .24) 

在 平面 曲线 的 场合 , 次 示 一 条 项 线 也 有 两 种 形式 ， 

(1) 表示 位 置 ，r 一 (6); 

《2) 表示 形状 。 一 (8). 

我 们 把 这 两 者 的 关系 直观 地 写成 下 列 形式 

内 在 方程 名 一 如 (3) 全 初始 位 置 re 和 初始 切 向 最 旋转 角 


名 区 次 、 位置 疝 晤 表示 式 一 7(9) 一 te 人 ，g 人 9) 


这 个 关系 同 空 间 曲 线 场 合 的 英 系 相仿 , 但 是 更 进 了 一 步 ， 
能 通过 两 次 积分 即 56.22; 和 (6.23) 式 解 出 Fr(9) 的 显 式 下 
示 ， 这 两 次 积分 过 程 实际 上 就 是 解 平面 曲线 的 弗 雷 耐 方 程 前 
过 程 . 


【 例 了 求 而 一 常数 ga 的 平面 曲线 . 
解 ， 从 \6 .32) 求 得 切线 旋转 名 


Be 人 kr ds Oo: as+ Oo, 


如 果 &=0， 那 来 所 求 的 是 直线 ， 册 此， 我 们 内河 论 人 #0 
的 情况 ， 从 司 . 3) 求 得 


#4 莘 二 。 


上 
(9 = cogtast Pods + ry Sin{os i BY + Lo 


ys) J srs 二 信 ]d5 十 坟 | costas 二 的 ) 十 名 


tr 


曼 看 出 ， 所 求 的 是 举 径 为 二 机 -的 四 
[ 例 吧 求 出 当 半 色 竺 于 波长 的 于 国明 


解 ， 度 线 的 内 在 方程 六 
和 = 


当 歌 ?=0 时 ， 吉 二 oo 是 奇 点 ， 因 此 我 们 在 作 积分 时 ， 把 积分 
和 下限 取 在 mg(> 从 处 , 即 基 绕 从 计算 起 . 


其 外 .323) 求 切线 施 轴 而, 抽 且 不 征 取 2 = 作风 
. | Hn 和 


一 1 天 
| 妆 30 
求 测 反 计数 sso. 
得 则 强人 移 参 数 方 大 (8 = goer 8, 


我 们 从 (6.23) 求 得 
Eli A | eooag ud 

-I 0 

= sero CD 

5 S) 

{6.20) 


> 


这 里 已 取 初 妈 位 生 训 = 坟 , 二. 
0 下 
PO 


内 人 (6.5) 使 得 曲线 口 的 借 代 标 广 午 


= OD 


二 


上 一 ~ Su 3 > 
它 表 示 -- 条 对 数 螺 线 ， 图 1-42 示意 了 极 举 标的 极点 和 极 幽 
与 原 宜 角 奉 标 系 之 间 的 相互 位 
置 . 
用 同样 的 方法 可 以 证 明和 内 
在 方程 为 
kr 一 


1 
Jj 


即 疝 率 半 径 - 亏 - 关于 踊 长 星 线 


性 变化 的 项 线 亿 是 对 数 螺 线 ， 这 一 证 归 作 为 习题 留 答 许 
省 ， 
【 例 3] 求 内 在 方程 站 一 邮 十 的 平面 明 线 . 
解 ， 首 先 , 从 4 ,22 求 切身 晤 旋转 角 
0 | hast bo | (Castb) d+ 二 05+ 
0 ME 2 
下 从 (8.323) 水 得 沿线 局 有 的 参数 育 程 


| 和 =- j rg (3 wa -十 4 ) s+ De 


Y= | sin C3 G8 十 6 二 go) ds fo, 

式 中 的 积分 是 万 法 次 示 成 初等 况 数 的 。 如 有 上 必要， 阿 以 
通过 数位 积分 求 取 近 似 和 全， 当 了 到 嫩 一 加 =0 本， 则 袁 尼 的 图 
形 如 和 峡 1-43 所 示 , 称 为 羊角 至 线 (Corno), 或 者 “ 男 族 入 线 ” 
髓 片 1-44 中 一 -内 公 羊 的 双 角 呈 相 仿 的 锯 旋 形 , 也 许 是 者 称 竟 
由 来 . 

从 例 1 看 至， 最 简单 的 内 在 方程 ， 即 后 为 常数 ， 染 定 
了 图 (包括 直线 )， 稍 为 复杂 些 的 , 应 当 是 如 鞠 于 张 长 成 线性 


bd 1 时 


图 1-43 图 1-44 


变化 的 方程 , 它 决 定 了 羊角 螺 线 .但 例 2 表明 ， 当 如 关于 
弧 长 的 倒数 成 线性 变化 时 ， 反 而 是 方程 形式 较为 简单 的 对 
数 螺 线 ， 这 是 预料 不 到 的 . 

尽管 如 此 ， 羊 角 螺 线 因 其 曲率 与 弧 长 成 线性 关系 而 在 计 
算 几 何 中 占有 重要 的 理论 地 位 ， 实 际 上 , 为 了 表示 船 、 飞 机 、 
汽车 的 线 型 ， 需 要 寻找 光 顺 的 曲线 段 ， 即 所 谓 漂亮 的 曲线 段 ， 
然后 把 它们 拼接 起 来 . 实践 证 明 ， 当 一 条 平面 曲线 的 曲率 均 
匀 变 化 时 , 就 会 有 一 种 美感 ， 事 实 上 , 最 均匀 的 变化 要 算是 线 
性 关系 ， 因此 , 在 计算 几何 中 ， 便 把 一 段 段 羊角 螺 线 按照 0? 
连续 条 件 连接 起 来 , 使 成 为 所 谓 “ 几 何 样 条 ”的 曲线 , 以 表示 物 
体 的 光 顺 线形 . 

”在 公路 的 平面 线形 设计 课题 中 ， 用 来 表示 一 条 公路 线形 
的 曲线 , 除了 直线 和 圆 弧 外 , 羊角 螺 线 是 基本 的 线形 要 素 , 最 
近 在 这 方面 已 经 达到 广泛 应 用 的 阶段 . 事实 表明 ， 当 汽车 多 
速 行驶 时 , 假定 方向 盘 是 以 等 速 转动 , 那 末 汽车 行驶 的 轨迹 就 
大 一 段 羊角 螺 线 ， 因 此 ,设计 羊角 螺 线 式 的 公路 线形 ， 会 给 司 
机 带 来 舒适 感 , 提高 行车 的 安全 率 ， 


‘a103. 
bE 


【 鲍 有 车 一 条 平 商 册 缀 驯 的 位 置 讽 量 Pfsy 同 它 章 切 
向 量 下 (8) 处 处 相交 于 年 衣 , 则 QO 必 为 6 
对 数 嵌 线 . 

解 ， 设 口 忆 沂 长 $ 闪 孙 的 方程 
为 

T=). 
我 们 把 位 置 到 时 ?3) 作为 向 晤 分 解 
到 卓 强 局 在 沪 处 的 弗 雷 几 际 架 上 (| 轩 
1-45), 图 ”1-45 
FF ourTi sineN). 

由 已 知 条 件 ， 常 数 是 PG) 与 荆 (9) 所 交 的 定 角 。， 从 上 

式 得 出 


r: 一 | 他 |eose 
人 .26) 
将 避 .26) 的 第 一 涉 两 边 驹 或 娃 , 并 注意 到 

| dri dv rr rT 

dd a rT 
便 得 TE A 08 0g, 
继续 对 s 求 等 ， 


= COs er, 


Er Nr: T=-0, 
再 把 (6.26) 代 入 上 式 , 并 消去 因子 |r!， 得 到 
Hi 
ls 
这 里 已 置 常 数 4= 一 ct x， 解 此 常 微分 方程 ， 得 到 曲线 侣 的 
曲率 


= — ok, 


1 


EY 


生 和 人 和 


式 趾 请 污 程 分 常数 ， 琉 照 习 是 十 的 第 243) 题 能 结论 ， 昌 投 C 
为 对 数 则 线 . . 
【 傅 梧 允 沽 巢 线 p=ce” 询 位 置 向 量 同 出 释 簿 切 向 量 
处 处 相 变 于 定 角 . 
t 证 】 把 极 胡 标 下 为 由 闯 莹 款 ， 
Fe0P{008 .7, Sin gp}. 
Feces{—sing, Cosm! Fare {cosp, Singp}, 
从 此 ， 人 ee 
再 来 岂 长 ， 
fT: = cee”, 
TF| re” ] -时 
于 是 eng 和 _ 和 


为 常数 , 所 以 了 与 六 但 从 于 定 角 ，】 


习 十 
1， 求 下 列 务 曲线 的 内 在 方程 ; 
人 证 辊 线 r=ali -Dt, 1 cos2); 
(9) 三 链 线 % 一 0 虽 王 ; 
《9) 对 数 螺 经 ”p 一 cee， 
2. 已 知 下 列 内 在 方程 和 初始 条 件 , 决定 其 相应 的 平面 泪 线 ， 


(1) Kr = 一 4 一， 的 一 届 


囊 
3 
二 


: ‘9 和 ; Os=0, Za, to= 人 0 


1 , 
(3) 本 一 和 全 一 0 一 的 一 步 


(4) 如 一 i om0, woa, go =D, 


全。 


各 ,入 平面 曲线 族 的 包 络 


在 梓 镀 传动 机 构 中 , 肖 轮 和 凸 较 呈 基本 的 传动 部 件 。 如 
46 是 一 计 隔 合资 轮 瑟 眶 打 . 


(o%( © | 


图 1 好 图 1-47 


为 了 泻 清洗 轮 哮 人 台 忧 动 原理 ， 我 们 把 照相 机 园 定 在 齿轮 
站 上 , 血 加 一 起 转动 , 弄 且 定时 地 开启 几 次 快门 , 便 摄 下 潍 轮 
吾 揭 一 串 有 照片: 图 1-47)， 我们 将 吾 的 齿 慷 团 威 平邮 上 的 一 
旋 山 级，4 的 沧 诸 晶 线 在 仁 个 接触 点 同 这 族 上 曲线 相 茹 ， 工程 
上 称 它 为 曲线 族 8B 的 包 络 一 -好 和 象 是 它 把 曲线 旋光 滑 地 包 
起 来 似 的 . 

用 平面 数控 儿 床 { 识 者 靠 异 铣 环 )} 加 工 吓 轮 4， 如 时 把 包 
刀 看 艇 一 个 半径 为 & 的 圆 盘 , 圆心 沿 着 一 条 平面 曲线 工 运 巷 ， 
那 末 鱼 刀 切削 出 凸轮 奶 的 轮廓 则 强 CC， 就 是 曲线 族 妃 的 包 
络 ( 图 1-48)， 这 时 族 B 起 由 局 一 半径 的 陪 构 成 的 . 
“” 定义 ”对 于 给 定 的 平面 曲线 族 {0,}, 若 存 在 基线 0， 使 
得 0 与 旗 中 某 一 条 曲 比 0; 相 切 年 一点， 则 称 怠 是 山 线 基 
{Os} 的 色 络 线 , 简称 包 络 {图 1-49)， ， : 其 

设 给 定 的 曲线 族 方 程 为 

GO Fy, y, MW =0, (6.27) 

这 里 (级 表 示 曲 线 如 上 一 点 的 坐标 , 和 是 参数 . 下面 给 出 


二 -| 时 


图 “3-48 


和 包 络 线 口 的 求法 . i 
由 定义 , 对 于 和 拇 个 和 可 投 到 上 的 一 点 fa 纹 , 使 得 口 
与 0; 急于 该 点 , 从 调 有 下 列 首 数 关 系 成 并 
ED,) 
(yo0). 
由 于 良 点 {0,90} 也 落 存 由 线 CO; 上 ， 将 其 再 标 分 量 代 
入 (6,327), 醒 是 朱 等 式 . 
| PPM), YM), HD, 


《6.281 


一 渍 边关 于 入 求 导 ，: 
Ett hg+ ,= . (68.29 
; + dr -._¢ . 
式 中 so 
| @F _ 8F OF . 
人 


沙 》 变 动 时 ，(6.38) 表 示 包 络 线 0 的 参数 方程 ， 己 , 办 
于 示 C 在 入 点 的 切 渔 量 ， 可 是 {Fs} 是 对 应 明 线 在 
该 点 处 的 法 向 量 ， 所 以 在 点 好 (0; 30D} 策 直 于 要 内景 知 
i 

i Port Pyy=0. | 
将 上 式 代入 (6.39), 便 和 
让 * 


Tt 及 和 一 0 
综 上 所 述 , 我 们 求 得 包 络 线 己 久 足 的 方程 
i ir, ¥, A) ~—0 
天 ft, Y= 
从 中 消去 参数 可 记得 到 包 缮 线 避 的 隐 函 数 方 程 
Ble, y) =—0. 
或 者 , 从 (6.80) 求 解 ,全 有 人 和 锯 络 线 口 的 参数 方程 (6.28). 
【 例 二 设 一 条 定 长 线段 的 端点 各 沿 直 角 坐 标 系 的 两 轴 
移动 , 求 这 线段 族 的 包 络 线 . 
解 ， 设 定 长 & 的 线段 与 x 轴 奖 于 
如 角 ， 其 两 端点 仅 标 为 A{a cos9,0} 
和 和 B10, asin 谷 {图 1--50;， 因 为 这 
线段 随 着 8 的 变化 而 移动 ， 所 以 对 应 
的 线段 族 的 方程 为 图 1-50 
Os,. 《人 y, Yasir+tacod.y—o sindood 
--0 (0 2m), 
这 里 是 参数 . 将 十 式 对 旭 求 导 ， 
| Fo=ac00 rp- snb.y— oo0s20., 
Os 的 包 络 线 方程 为 
Fz, y=0 
[x vy, BY = 0, 
由 此 解 得 包 络 线 局 的 参数 方程 


《6.80) 


. =&e09 站 
Od (O02n), 
y= sg 


消去 参数 8, 便 得 0 的 隐 冰 数 方程 


生僻 了 。 


图 1-51 图 1-52 


如 所 知 , C 是 一 系 星 涪 线 (图 1-51)， 
【 例 3 设 一 个 辣 族 的 图 图 的 闪 欠 为 & 且 四 在 拓 多 名 
y= 上 ， 求 它 的 包 络 线 . 
解 ， 答 易 知道 , 族 中 的 任何 一 个 圆 的 方程 为 
Oi: Fls, oy, hE | (= 0, 
将 上 式 对 入 求 导 ; 
aly, Y, NM) 
所 以 贺 族 {CG} ne 
ap 
从 址 解 得 的 参数 方程 
[w= 2 
CC 1 Nd 


Lo 


v1 dA 
消去 参数 入 后 ,我们 委 到 性 巧 一 条 高 次 代数 曲线 ， 其 图 形 如 
图 4-58 泊 示 . 
上 人 铜 告 诉 我 们 ， 半径 为 g 的 图 务 铣 妨 ， 其 中 心 即 使 灌 闭 
和 


象 质 物 钱 那 着 凋 单 的 册 轨 和 苦 动 ， 它 扩 条 出 来 各 曲 如 安 也是 
相当 复杂 的 ， 要 是 不 多 乏 过 计 潮 ， 秃子 全 便 认 站 4 1-52 淆 - : 眼 ， 
很 可 能 认为 包 结 线 宫 只 站 过 是 济 指 窒 如 = 开 作 - 玫 于 攻 和 
得 来 的 . 

包 络 线 , 特别 是 圆 族 和 雪线 族 的 入 络 线 , 在 机 碾 工 程 中 有 
着 广泛 的 应 用 . 

我 们 从 图 1-48 看 到 ， 已 知 铣 万 好 的 学 径 训 和 运动 轨迹 
人， 按照 包 络 线 方程 和 6.30.. 便 能 求 各 上 同 轮 二 的 轮 厂 厚 线 己 . 
但 是 在 机 械 制造 工艺 市 送 常 员 泣 税 是 反 辣 题 , 已 知 焉 性 4 的 
轮 廊 曲线 局 和 铣 刀 半径 妈 求 镜 刀 中 心 的 运动 输 迹 站 

如 图 1-53 所 示 , 设 半 径 为 和 的 国 与 曲 绎 局 指 切 于 王 版 ， 
它们 在 卫 点 有 相同 的 切 向 误工 和 法 向 量 入， 这 里 { 夸 人 W} 
是 昌 线 串 在 卫 点 的 弗 定 柄 标 扣 ， 亩 县 时 心口 藉 在 三 点 的 法 
线 上 ,OP=a， 当 王 清 着 曲线 O 运动 时 ， 对 着 的 国 习 0 的 全 
体 构成 曲线 : 用 出 此 , 我 们 坦 

定义 ”已 向 平面 曲线 C 


rT (3) 四 
弗 震 耐 标 架 {ZG，N (5) 1， 称 量 线 
{ Piss TF{s -aN,(s) (8.31) 


为 曲线 书 的 等 下 曲线 ， 式 中 漠 数 4 称 为 马 和 人 玉 提 局 虐 ( 轿 
1-—54), 


"安全 


在 定义 中 ， 两 条 曲线 和 (7 之 间 字 在 点 的 一 一 对 度 关 
系 ， 
疡 PP 
了 和 PP 的 位 置身 量 分 别 是 Fi 和 rs)， 即 取 8s 为 0 的 绝 
长 参数 , 它 一 般 不 会 是 C 的 绒 长 参数 5. 
将 (6.31) 两 边 对 8 求 导 ， 
ar de Ar oS 
9” ds ds ds “ 


或 者 写成 
Tr 才 (1a) (6.39) 
其 中 T" 蚌 曲线 CC" 在 PP 点 的 单位 切 向 量 。 这 表明 0* 与 0 
在 对 应 点 五 与 了 处 的 切线 平行 ,它们 有 公共 法 线 PP ， 而 
且 
PP | my |aN,|=—!al. 
当然 , 我 们 在 一 般 的 点 也 更 假定 它 的 曲率 半径 


1 
| 六 
否则 , 在 对 应 点 P" 的 切线 将 变 为 不 定 . 


这 样 ， 我 们 有 ， 
性 质 1 平面 曲线 0 和 它 的 等 距 则 级 0 在 对 应 点 药 连 
线 PP' 是 0 和 0* 的 公共 法 线 , 引 | . | 
DIY .|e', 
我 们 不 妨 把 PP 理解 成 曲线 O 和 0 之 间 的 “法 向 距 
离 ” 处 处 等 于 常数 |a|， 这 就 是 “等 焉 曲线 ”名称 的 由 来 . 
容易 看 出, 等 距 曲线 的 定义 是 对 称 的 ; 甘 0* 是 0 的 等 距 
曲线 , 则 0 也 是 0" 的 等 距 肌 线 . : 
曲线 局 存在 一 族 等 距 有 由 线 ， 族 的 参数 是 6， 在 ea>0 有 时 ， 


= (让 > 


名 "在 的 入 i 正 侧 ; 在 -0 时 ,全 在 口 的 另 一 全 . 

现在 ， 为 了 解 代 图 1-53 宕 示 的 数控 加 工 反 问题 , 我们 推 
导出 

性 质 员 ”半角 为 a， 国 心 落 在 曲线 和 上 的 北 族 如 的 所 
络 线 有 商 条 , 它们 是 与 x 间距 为 4 的 卫 条 等 跷 曲线 ， 

设 3 是 得 线 也 了 一 了 (3) 的 弧 长 参数 ， 国 族 0 的 隐 函 著 
方程 为 
. Pew, vy, Sa Pr oe=0, (0.833) 

式 中 P= {z, 针 代表 @ 于 一 个 动 点 的 位 置身 量 ， 将 上 式 对 

3 求 导 ， 


一 了 [有一 四 人 一人) 一 0 《各 .34) 
联合 (6.33) 和 各.34)， 解 得 包 络 线 C 的 参数 方程 为 
P= Prs), - 


具体 说 来 ， 把 向 量 了 人 一 7 (9) 分解 在 活动 标 架 《了 (9， 
NN,(s)} 上 , 郧 
有 (一 一 as 十 (SC 
在 上 式 两 边 点 滋 fs ， 注 营 避 ,8343， 久 得 wk =0， 于 是 上 
式 成 为 | 
P—r-pBN.. (6 ,35) 
两 边 平方 后 , 再 与 8.33;) 比较 ,使 导 得 
B+#, 
代入 (6.35), 妈 得 和 包 结 线 的 方程 如 下 : 
Ui, P- rs FS)， 
Oy Pr(sy—aN,.s), 
参见 图 {55. 
【I 例 引 求 抛物 线 f=: tf 看 的 等 距 曲 线 ， 
解 ， 弗 盏 时 标 皮 为 


= 111 = 


TT 一 .了 工 - ,2 £}, 


NN, =: {—2t, 1}, 


~ 1 
内 此 等 距 则 弘 决 定 于 方 竹 
OO, PF Op an 人 
1 2 四 1 a 1 
i ( t A -) 0 ~v 14 ]* 


0 不 是 扩 物 线 ( 终 1.56)， 这 就 是 说 ， 一 条 曲线 的 等 距 
划 线 一 般 不 是 自 兴 前 平移 ， 有 时, 人 们 称 等 距 曲 线 为 “ 吁 行 疝 
线 因为 在 对 应 点 的 两 条 切 弘 互相 平行 

容易 在下, 直 线 的 等 距 由 线 是 平行 直线 ， 国 的 等 距 厨 线 是 
同心 圆 ,但 半径 不 相等 . 


习题 十 一 
1， 没 半径 的 动 加 的 中 心 位 二 其 鞠 一 人 cos0, 5sin 他 上 ;站 它 的 包 
2， 变 放生 二 线 族 
lo: Fez, #, Bg yaind.- py =0, 
式 中 BP 守 0 日 是 傅 数 . 


*T12* 


CD 求生 的 包 络 红 6 

(32) 证 阳 C 的 戎 训 半 从 再 -人 二 全 汪 

(3) 着 pk8) 为 周期 3r 的 河 期 轿 数 , 则 包 络 线 为 团 曲 线 ,证明 的 
局 长 


Le pc)ao. 
本 
3、， 设 年 笃 扣 的 动 加 的 中 心 信 村 册 线 
= {1 
了 J ri 
上 , 求 记 图 旋 的 包 络 线 ; 让 级 朋 泗 条 ;一尊 是 抛物 线 一天， 


一 亲 静 与 # 一 党 间距 为 24 的 等 丰 站 引 


和 求 双 曲线 如; 


rf 一 {rcht, 六 sh 计 (av 为首 数 》 
的 笠 距 曲线 C*. 
右 ， 冰 精 圈 “: 
rr 一 {costd, 辣 5 人 做 10 有 方 党 数 ) 
的 等 距 曲 线 C*， 当 侣 是 六 渗流 号 芍 加 时 ,证 明 0* 访 半 径 是 吾 一 9 
ka 是 而 距 ; 的 四 。 


语 . 号 ”小 结 

本 节 专 门 过 论 平 窄 曲线 。 读 者 有 必要 注意 平面 曙 钱 的 下 
述 两 项 特点 : 

一 、 所 山 浆 廊 改 造 碱 平面 山洪 如 ,使 它 包含 平面 由 线 的 
弯曲 程度 香 准 曲 方 四 着 方 籽 的 全 总 : 

《1 这 上 晶 程 度 ， 二 大 

2 壮胆 方向 ， 熙 盖 依 二 为 正 或 为 象 而 向 著 首 时针 或 
大 时 逢 方 向 本 昌 前 进 ， 窜 曲 方 向 的 转折 虚 芍 为 平面 曲线 的 描 
点 。 损 点 处 的 六 一 0. 

二 。 通 过 允 平 面 曲 级 生 葛 管 而 方程 的 两 次 积 人 区， 给 出 曲 


= 和 1 全 


汉 解 的 最 式 表 示 ， 从 而 全 得 去 示 出线 形状 鲍 内 在 坊 租 
kr rts) 
同 表示 曲线 位 置 的 参数 方程 站 一 +? (5) 的 联系 蝎 直 搂 , 
5.4 发 介绍 了 平面 机 线 族 的 包 络 线 以 及 平面 图 线 的 等 距 
曲线 , 它们 在 机 械 零 件 的 设计 和 制造 中 很 有 用 处 ， 
本 节 的 主要 计算 公式 有 ; 
一 、 求 平面 明 率 心 : 
(1 已 知 曲 线 的 参数 方程 f= 全 信人 }， 则 
' 8 
和 
人 - 3 
(2) 己 知 切线 旋 园 角 妆 -sy ， 则 


机 一 全 :是 碧 长 参数 ). 


二 、 已 铬 内 在 方程 不 一 让 和 初 什 而、 0、 Yo， 求 曲线 
的 参数 方程 了 一 {vfs), gi8)}， 
{1) 先 计 算 旋 转角 
0—| ks ds+b; 


(2) 参数 方程 为 ， 
和 fsS) 一 Cosh is) ds wo 


lg 一 了 sinfb (sy) ds-t yo. 


三 、 包 结 线 利 等 距 拙 线 
(1 给 定 平面 曲 线 族 
Os Fe, Y, A ~—0, 
色 络 线 方程 次 | 


.和 


1 yy, 一 他 
,Ce 也 ~ 0. 
(2) 给 定 平面 曲线 


站 
0 一， 


等 距 昌 线 ( 问 上 距 为 ce) 六 


OO TF Ns). 


第 十 说 特殊 空间 曲线 


我 们 已 人 经学 过 ， 最 简 音 的 空间 曲线 是 曲率 利 挠 洪 都 汶 和 常 
数 的 圆 桩 螺 线 .在 本 节 小 , 我 们 要 介绍 几 种 比较 复 淋 一 些 的 
特殊 空间 曲线 ， 这 些 昌 线 的 曲率 和 找 率 之 间 满 足 一 个 篇 单 的 
方程 

我 们 所 以 要 叙述 有 关 特 殊 曲 线 的 研究 ， 是 为 了 证 读者 熟 
匡 币 分 几何 的 典 弄 方法， 运用 弗 雷 耐 标 架 ， 接 连 几 次 微分 插 
续 , 并 代入 弗 雷 耐 公式 , 景 后 获得 著 干 沁 何 结论 . 

在 最 后 一 段 要 介绍 空间 册 线 的 渐 伸 线 和 渐 缩 线 ， 龙 其 是 
在 机 械 工 程 中 ,平面 曲线 的 源 仲 线 和 渐 缩 线 是 非常 有 用 的 . 


了 .1 一 般 照 线 

一 般 螺 线 的 定义 已 经 在 3.3 段 给 渍 了 ， 并 县 通 过 8.8 中 
的 例 2 导 出 了 一 般 嵌 线 的 一 个 等 价 条 件 ， 然 后 在 习题 五 的 第 
10 题 中 要 求 赎 者 证 明 一 般 蝗 线 的 商 个 等 价 条 人 忻 . 归纳 起 来 ， 
清 下 面 的 定理 ; 

定理 上 下列 每 项 性 项 郑 可 以 作为 一 般 螺 线 揭 特征 ( 设 
kr 0); 


和 各 > 


1) 挠 率 和 尖 率 之 比 等 于 常 次 ; 

(2) 曲线 的 团 向 量 于 (8) 与 周 定 方向 如 成 定 角 ; 
(3) 出 绕 鲍 主 法 商量 入 (8) 与 出 定 方 向 在 垂直 
(4) 胆 线 的 从 法 和 商 基 如 (9 与 固定 方 册 生成 定 角 ; 
(5B) 轿 线 = 的 抽 搬 六 有 代入 和， = 人 


tf 证】 我 们 众人) 当 发 。 设 曲线 的 曲 罕 与 挠 率 之 比 为 党 


数 &. 
TT 
记 4s=ctga, 把 上 式 写 碱 
T HN ea = ROOg m, (C7.1) 
证 向 量 
Mc0g or Wi- sina: B, {7 .2) 


关于 缴 长 s 微分 (7 .的 两 边 , 利用 韶 雷 附 公式 和 (7.1), 并 注 
意 剖 a 是 定 角 , 得 到 


at =008 0 AT 一 Sn aB 
ds ds ds . 
一 (人 cosa 一 zsino N=-0, 《7 ,3 


就 是 说 , 下 是 常 单位 问 基 . 
在 人 多 的 等 号 两 边 依 次 点 乘 上 了 入、 如, 便 得 到 
Tt eo om 
NU- 0 {7 .4) 
Bu sina, 
式 中 相 是 常 癌 量 ，a 是 常数 。 这 三 个 式 子 依次 表明 了 和 条件 
2.0G3)、(4 的 成 站， 
反 过 米 , 假定 好 , 邹 中 戎 任意 一 式 成 立 ， 我 们 可 导出 条 件 
(也 ， 换 言 之 ,条件 人 一 (入 是 等 价 的 . 
首先 , 傻 定 必 . 包 的 第 工 式 或 第 3 式 成 立 ,两 油 对 s 求 导 ， 


19。 


下 很 说 条 件 村 0, 便 导 物 《7. 当 前 种 号 式 成 立 . 因此 , 我们 只 
斋 具 丰 .49 的 第 2 让 时 是 训 与 天 的 比 为 常数 就 能 了 . 

《7 多 的 第 2 式 直 归 六 和 亚 直 二 如 ,从 而 三 问 量 严 、 
了 吾 洪 面 . 我 们 不 妨 取 直 为 单位 向 量 ， 共 抬 内 量 芋 分 解 在 
标 架 有 局 下 

™ = 008 8 Tein a. B, Cr 5) 
式 中 g 基 外 于 之 间 的 素 角 ， 我 们 把 (7. 了 的 第 3 式 的 两 边关 
于 名 姑 分 ,各 


机 有 Br0 9 
可 是 (7， 加 西边 分 别 点 不 和 名, 便 得 “ 
和 os 
一 国 [epee . 站 
于 只 从 旨 全 得 出 
oh i (7.8) 


另外 ,对 于 s 苛 惫 (1 汪 斤 第 4 式 的 机 过 由 入 g 是 学 身 
最 , 从 人 .和 的 乱 3 式 便 咎 道 4 关 党 数 .这 伴 就 还 明了 条 件 ( 
的 成 立 . 
最 后 ,我 们 考察 条 件 (5)， 利用 焊 几 王公 式 笑 得 混合 积 
Cr 二 (和 和， 于 站 
= 全权 一 妇 和 HH 大- 上 pr 加 _ 38 
+ -EN 
+ pz) B) 


一 (EY). 
所 以 条 件 全 学 价 本 条 件 (也 证 毕 ， 


二 恒 】 吉 锥 计数 召 线 卫 章 参数 方程 是 “ 
| 人 


TT, Tp) {fanecor, fsinosing, Foonm} 
(co<g<Teco (7. 


式 中 了 一 pe, 本 一 Ss 
Ea 


的 参数 
现在 我 们 给 出 它 的 五 个 处 
抽 ， 太 而 人 色 本 出 匣 锥 对 数 昌 人 绕 
敬 儿 和 何 特征 (图 1-57)， 
性 质 1 了 落 在 一 个 图 能 
而 之 上 , 印 
= (te, CF .1 
这 是 从 (7.9) 消去 了 和 % 
的 钙 果 ， 这 个 癌 锥 面 的 项 角 注 
Je, 
性 质 & 工 在 Omy 平邮 上 的 投影 是 平面 对 激 嵌 线 , 
圆 链 对 数 螺 线 王 在 Day 下 而 二 的 投影 易 线 方程 鸭 
均 全 sinaocosg 
y= sin a sing, 


化 成 极 坐 标 形式 , 六 
FF, p= (esinedes, 《7 . 工 1 

所 以 它 基 吾 画 对 数 螺 线 方 径 ( 鸭 1-57)， 

由 于 二 有 上 述 的 两 个 性 质 , 所 以 称 为 图 维 对 发 琛 线 ， 

性 质 8 工 的 位 置 向 入 rp) 与 其 切 和 问世 于 (四 好 处 相交 
于 崖 角 . 

在 平面 对 数 蝇 线 也 同样 有 这 个 性 质 , 而 且 以 此 为 特征 (加 
时 入 


6.3 段 的 贷 4， 证 质 3 进一步 表 时 图 弦 对 数 螺 人 癌 平 看 计数 
螺 绕 是 相似 的 ， 
为 了 前 研 性 质 3 从 二 的 切 真 最 
家 (的 ) = {fsin woor p—f incaing, 
Fnesinp ti secosg, Feore} 
= {Cd ou DO— Hp) um, 


Ce Si -+ ug 人 sine, wf cos eo} 


和 rif 
= A ia _ fsina 
| 字 ] [wa | SS” 让 一 | Br a , 
= 一 F=f 
人 ~ 于 
我 们 得 到 CoB 让) = -和 
罗 
村 一 60s 后 ， 
PE BI ox 
tin 


天虹 ,PF( 与 语 ( 和 臣 时 相交 于 定 角 记 . 
性 质 3 也 可 写成 : 回 雏 对 数 螺 钱 如 与 所 在 同 锻 面 的 村 线 
常 详 于 定 角 有司 ， 诛 米 阅 猴 对 数 螺 线 的 定 交 就 是 这 样 . 
性 质 生 六 是 在 项 锥 . 二 的 一 般 螺 线 . 
下 与 < 轴 上 的 半 位 河 旺 天 = 40, 0, 二 之 闻 夹 角 的 余弦 
cos (FRY 一 1 = se 一 cog aseog 后， 
sin 8B 
所 以 工 的 切 向 景 与 岗 定 方向 天 重奖 陡 定 角 
cos] fceusareons 襄 )， 
因而 三 是 一 般 螺 线 ， 
性 质 吕 工 依 虹 


+ 


Befo, 各 ) 


而 分 成 者 许 (图 二 577 或 磊 
旋 ( 几 41-58). 

按照 4.8 自 的 铺 论 ， 空 
间 山 级 的 旋 往 决定 外 * 拉 涝 
T， 邮 混合 积 他 ,六 区 的 符 
导 ， 可 是 ,经 过 容易 的 演算 ， 
我 们 有 


(CF, F, FP) =al- a) sin ecoga, 


由 于 0<a< 杰 及 o>0 从 而 >0， 因 此 人 多 天 与 
二 有 的 正 负 生 相同 , 即 ; 


a 


Ti 


当 BE ( 委 = ) 时 , (7 多 六 <0 曲线 万 左旋 | 
当 有 ~ 村 时 a~0，f 一 常数 0, 工 是 轿 锥 面 上 一 个 加 
注意 ， 当 BE( 竺 , x) 时 ，4<0, 因此 并 的 投影 击 线 下 


十 从 远 处 向 状 中 心 0 螺旋 地 前 进 , 从 而 图 第 对 数 电线 一 也 是 
从 远 处 向 着 国 骏 顶 点 D 螺旋 地 前 进 (图 工 58)， 
圆锥 对 数 果 线 在 无 线 电 天 线 设计 方面 有 着 实际 的 训 用 。 


了. 全 球面 曲线 


我 们 在 4.2 段 的 例 2 和 习题 六 小 已 经 指出 球 何晴 线 的 两 
“a0. 


个 性 质 ， 

性 质 1 电信 人 曲 为 球面 遇 线 的 完 要 条 任 是 ， 如 的 弄 有 法 
于 面 者 通过 定点 0, 齐 相 管庄 口 所 在 球 曾 的 中 心 ， 

性 质 昌 ”假定 三 基 0。、 浊 中 必 为 求 榨 的 不 加 厅 卫 丸 演 赂 
煞 的 方程 为 站 9 人， 屠 上 尺 ， 胆 线 在 弗 诈 耐 标 内 .上 上 的 表 23% 
涩 | 


Pe nN 下， 《YY 
二 
趟 中 记 山 兴 半 多 
， I + de 
Ee i ft I 


我 们 证 嚼 
性 质 呈 :二 则 级 六 = 0) 为 球面 曲线 的 窜 误 


条 件 是 
Hr. (7) .0. (7 .13) 
【证 】 先 还 电 点 特 ， 上 性 臣 二 球面 曲 弘 
入 一 Fs) 
满足 方 方程 舍 .12)， 而 边区 汪 强 长 8 求 导 , 得 到 


T-7-| Rte)», (7.14) 


从 而 上 如 .13) 式 或 并 
次 证 充分 性 ， 全 全 .1 时 忒 太 开 ,强生 广 


mr+iN+ LLB. (7 .15) 


Re (TC) 本 -0. 


对 3 :长 司 ， 全 阁 


因此 ， 


章 ， ia 1 全 


i pi 
PP i 1 A 0, 


社 其 代入 (7 .18), 得 天 


CF (二 全 33) 
Cp RY pARNY!o 
但 |) rr) | ， 
/RN 
了 =-l-| 一 
(人 


为 常数 ， 于 是 方程 如 .163 兰 明 ,本 织 站 一 站 区 在 以 点 2 为 
球 心 移 球面 .上 . 
当 球 面 监 线 满足 条 件 尼 关 4 ,从 性质 3 可 直接 导 巾 : 
性 质 色 当 Kprz0 时 , 面 线 了 =m(9 为 球面 曲线 的 充 要 
条 件 是 
如 + 人 全) 一 常数 . {1.17) 
于 面 四 个 人 性 质 都 是 球 而 曲线 的 充 楼 条件. 


7.3 贝尔 特 朗 曲线 
有 内 在 方程 前 度 观察 , 最 简单 的 空间 明 线 是 四柱 螺 名 : 
天 一 常数 ，r 一 常数 . 
其 次 是 一 般 螺 线 ; 
了 
年 一 入 数 . 


前 复杂 些 , 便 是 她 尔 竺 嚼 曲线 , 峻 杰 广 程 为 A 十 KT 一 1， 式 中 
% 和 凡是 常数 ,曲率 与 挠 这 满足 线性 关系 . 

员 尔 特 朗 曲线 的 定 交 ， 不 和 象 一 般 螺 线 战 球面 曲线 疡 样 控 
照 临 线 自 身 的 几何 特征 使 能 作出 定 六 ， 击 是 寄 要 异动 于 办 -一 
条 曲线 . 

“12 


定义 ”对 于 纵 定 的 曲线 D， 若 能 找到 某 曲线 0 与 0 前 
点 建立 一 一 对 应 关系 , 使 得 在 对 宇 点 姓 的 主 法 钱 重合 , 则 称 避 
沪 贝 东 特 凑 CBortran 中 划 线 (网 41-50)， 


1-59 


从 定义 容易 看 出 , 曲线 Cr 也 是 贝尔 特 毅 困 线 因此 我 们 
称 吕 和 0 为 贝 汞 特 关 曲线 介 ， 其 中 每 一 条 曲线 为 男 一 条 时 
线 的 件 线 . 

下 面 我 们 给 出 贝尔 特 朗 沿 钱 的 所 个 几何 性 质 ， 

性 质 业 任意 一 条 平面 曲线 都 基 页 尔 特 妥 曲 线 . 

设 给 定 平 面 得 线 C， 作 局 的 等 距 则 线 C， 按 恨 6.4 段 
关于 等 距 曲 线 的 性 质 1，O 与 媚 在 对 应 点 有 公共 法 线 ， 即 公 
共 主 法 线 . 因此 如是 贝尔 特 妆 有 曲线 ， 避 的 任意 一 条 等 距 曲 线 
都 是 口 的 伴 线 ， 

今后 ,我 们 仅仅 考察 挠 率 x90 的 贝尔 特 朗 曲 线 ， 

设 口 和 C 习 是 页 尔 特 天 曲线 偶 , 我 们 约定 下 述 记 寻 ， 

OO. r=F(s), C7.18) 

式 中 8 是 的 约 长 参数 , {TN，B}、k、vr 是 0 的 弗 志 而 标 
哥 、 曲 涩 和 拨 率 0 的 伴 线 为 

OO, P=— FAN, (7 ,19) 

0" 与 局 在 对 应 点 取 同 一 参数 值 s。s 一 般 不 是 C* 的 弧 长 参 


时 生生 村 = 


和 7*， NB'} .Fz 为 伴 

和 人 的 弗 社 隔 标 胃 、 轨 尘 和 和 模 束 

C100). 按照 定义 ， 马 与 如 
祖 痊 谍 点 处 主语 向 央 平 行 : 
RN (sg— 土 4), 

l (7 .20) 

性 质 & 贝尔 特 并 是 线 惕 C 

上 7 共度 点 立 间 的 距 亢 等 于 党 


疙 先 ， 对 (7， 19) i 可 过 甘于 


-i 


TT” bi ,一 入 开 ) 1 7 二 A RTXT 可 ， 好 .21) 


在 上 上 起 两 地点 环 冲 ， 罗 下 扩 生 这 2025 得 芭 
re 


0 (7 .2% 
(8 ’ 


解 得 % 一 常数 2%. 
其次 ,从 全 .10) 趟 求 得 0 与 人 在 对 应 十 之 冯 的 距离 为 
| 的 — Tis) | = |Aoi. 

柱 质 3 员 尔 特 亡 昌 线 如 与 CO 在 对 应 点 处 切 问 量 党 
交 汀 定 如 ， . 

六 在 训 辣 基 光 角 的 余 疲 为 TT, 
对 8 求 导 二, 

CT 全 ?1 . 好 旺 -二 CS 
”as Os 


da ds 
和 本 . 
-上 


性 质 和 “空间 挠 由 级 避 必 只 尔 特 贸 遇 线 的 充 要 条 任 是 崩 


了 2 本 


列 去 (9 旺 开 区 滑 正 后生 去 系 
TS 1 
(7 .28) 
式 中 入 、 启 为 常 流 ， 春生 多 太 如 与 CO' 在 对 
应 点 之 问 的 距离 . 
【证 】 必要 竹 , 设 C 琴 贝尔 特 其 临 加 1 
钱 , 0O* 为 的 仇 线 ,由于 WY,22) 臣 ;MY,24) 可 恕 成 


元 FA TB, ~ (7.24) 
单位 向 景 在 县 上 的 他 所 式 一 鼻 可 以 表 成 
Togf Tr sin do 
式 中 有 是 下: 与 外 之 问 的 洋 葡 (图 二 虐 ) ， 肛 诈 质 3 ， 昌 是 党 
茸 ， 抬 上 式 代 入 侣 .23) 式 无 器, 此 纺 人 与 如 前 逐 汶 , 得 济 


8 中 
到 chs = hr 
机 (7 .25) 
i p=} 
Hs 


站 (7.25) 的 第 3 式 本 边 采 以 常数 ctg 久 各 与 从,5) 的 二 式 殉 
边 分 别 相识 , 整理 得 
NAA- v=1, 好 .36) 
这 里 记 常 娄 记 一 ofg08， 税 全 称 质 3, 他 .36) 式 中 的 常 激 六 性 
是 曲线 与 "在 对 应 态 之 问 的 距离 ”i . 
襄 分 性 ， 流 记 线 CC 人 9) 的 向 汪 号 撞 率 满 是 廊 攻 
C7 .23)， 作 占线 


O%, PP hs), (7.27) 
区 边 对 3 有 求 导 2 芳 潭 h 日 {fF i 六 , 市 
了 


关于 [0 Ee 
和 (7.28} 


* 1 =， 


对 上 式 两 边 取向 量 长 , 得 到 

全 -ve= 二 1), 
代 回 (7.28) 式 右 端 , 求 得 
| Tt (7.29) 


将 上 式 半 可 孙 导 3 人 


3 A Fe HAT 
Evi 


天 


这 .30) 
为 芷 应 点 ， 护 赂 
过 阐 主 沙 过 ( 国 


0 加 与 Cr 在 过 应 点 有 公 
1-60), 从 而 是 贝尔 特 

性 质 多 著 贝 尔 竺 关 周 线 
询 伴 线 CO。 回答 襄 绕 这 是 页 过 济 辕 次 北 ， ,而 且 窒 无益 餐 然 人 
缀 . 


【证 村 说 员 条 者 入 站 站 癌 
OI 潭 C2 它们 的 方 注 图 
Cs 
Oz: PSF (sha Ns), 
这 里 加 关 和 n。， 贸 昭 性 质 44 区 线 的 曲 妆 和 抄 奉 民 满足 樟 
套 强 性 关系 ， 


fA- (7.37 
ho 十 Ear 十， 
间作) 过 成 济 绪 二 阶 线 性 广 稚 组 ， 睛 引 解 得 竟 
本 二 证 宗 汝 和、j。、 Na Wa 宕 淆 这 宏明 总 前 息 束 上皇 
说 闪 都 是 常 节 , 即 图 许昌 反 . 
人 


现在 证 明 狂 质 吕 的 后 半 部 分 ， 设 口 是 图 广 螺 线 ， 其 井 塞 
4 和 挠 率 = 都 是 非 零 常数 我 们 取 任 一 常数 妨 令 
于 一 入 癌 
一 了 
志 们 满足 方程 作 ,387 按照 性 质 生 圆柱 号 线 O 是 贝尔 特 朗 
监 线 ， 和 是 口 与 伴 线 必 ' 在 对 应 点 之 间 的 距离 。 》 取得 不 同 ， 
v 也 就 不 同 , 这 说 明 回 柱 螺 线 CO 有 无 穷 儿 条 伴 线 . 

上 述 各 项 性 质 ， 从 抑 个 不 局 的 便 画 多 划 了 贝尔 等 衣 昌 线 
梧 几 何 特征 ， 

候 质 工 说 明了 : 平面 上 的 任意 一 对 等 距 曲 名 ,都 是 贝尔 特 
前 路 绕 偶 ， 但 根据 性 质 2， 我 们 可 以 抬 贝尔 特 朗 旧 线 偶 看 成 
平面 上 等 距 蝴 线 前 一 到 拓 广 : 将 C 看 成 曲线 C 沿 着 主 法 线 
方 身 指 “ 等 距 昭 线 ”。 

洽 质 和 4 从 内 在 方程 人 月 度 肇 旭 了 贝尔 特 间 有 曙 级 品 的 特征 ， 
划 口 前 曲 灌 与 找 率 ?满足 绩 性 关系 .328), 其 表达 方式 与 
伴 线 0 无关， 为 判别 一 条 曲线 是 不 是 贝尔 畦 部 曲线 , 性质 4 
搓 供 了 一 个 二 效 而 砍 闷 的 方法 ， 


了 . 企 有 恩 海 旭 曲线 


贝尔 竺 朗 曲 线 的 定义 优 闷 于 轨 线 个 之 间 指 一 一 对 应 关 
狼 ， 我 们 机 时 改变 记 线 侦 
ei 问 的 水 称 莘 应 关系 ， 伐 
能 得 到 号 四 一 名 空间 由 
和 喘 恩 湾 星 井 线 , 它 
前 坦率 视 找 率 满 症 -~ 个 二 
深 方 程 ， 府 贝尔 竺 高 曲 镀 
殉 复 热 些 . 


上 


. 定义 ”对 于 给 定 的 蝎 线 0， 车 能 找到 某 犁 线 上 O", 与 口 前 
点 建立 一 一 对 应 关系 ， 和 司 得 在 对 应 点 处 ， 脂 线 口 的 主 法 然 与 
曲线 0 的 从 法 线 重合 ( 园 162), 则 称 0 为 骂 色 海 丝 (Mann~ 
heim) 前 线 、 

受 恩 海 姆 曲线 的 定义 方式 同 贝 各 特 衣 曲线 十 分 和 相似， 但 
六 一 个 差别 ，0" 与 C 的 地 位 不 是 对 等 的 ， 我 们 不 难看 出 ，0” 
不 是 曼 轧 海 姆 曲线 . 

设 曼 恩 海 姓 曲线 

UO, r=—rF(s), 
泪 中 3 是 的 弧 长 参数 .对 应 曲线 
CO”, PF” YY TA NG). (7 .82) 
0O* 与 OQ 在 对 应 点 取 间 一 参数 们 ;. : 
对 07.32) 式 两 边关 于 s 求 导 ， 


了 , 
z TT" (128) T+ 部 NirB, (7.88) 
式 中 85 一 8 (9) 是 0" 的 张 长 参数 .按照 定义 ,有 - 
一 土 中 (7.934y 
孔 立 ， 将 上 面 的 两 式 两 边 分 别 相 飞 , 得 到 
dh 
BE 


河中 入 = 常数 加， 代入 个 .3 多, 得 到 
| —r (3) | 一 | 和 1 . 
二 其 证 时 了 ， 
.性质 1 点 因 海 姆 曲线 器 与 对 应 旧 线 0 在 对 庶 点 之 何 - 
交 蝶 离 综 于 常数 ， : 
下 加 缴 们 结 出 闻 转 海 媚 蝎 间 小 出 内 在 性 质 : . 


手 局 尚 级 oO 河 训 大 党 闻 El 线 辣 充 野 从 地 这 : 侣 隐 提 | 
"4 时 让。. 


这 让 与 搁 罕 z(9) 洲 号 总 关 工 
Eh (7.35) 
下 中 常数 廊 是 人 与 人 在 村 开 点 之 间 的 距离 
[iE】 芝 归 性， 设 吕 古 上 区 总 诲 姆 出线 ， 册 全 的 单位 二 
和 问 证 注 且 .0) 式 ， 


TO TR (7 .86) 
8 和 


六 涛 关 线 吕 与 人 在 车 让 点 之 间 的 党 距离 。 
将 他 -36 而 进 关 于 光 水 导 ; 


sw 
EN {1 NEN TH R11 FE 


+ (1A) TP: jr Es 


gr 


上 这 与 闻 .34) 式 栈 迪 分别 旨 素 ， 各 从 
| EA} 
充分 福 ， 琉 但 ,35- 中 条 常数 入 作曲 线 
人 


PN ， 
将 其 两 过 关于 s 求 导 两 次 , 并 利用 关系 式 作 .85), 得 到 


GTP” 

Us 一 ‘Ll | TT .mB, 
Oo , 。 
Te 【《 - 了 i A 可 
Cs 


进 介 虽 了 琉 疏 后 ,得 


Ha Fi 二 一 各 万 hr 
x - ， IN. 
ts 人 上 


这 吉明 女 的 主 法 时 好 本 直行 末 站 的 只 法 同和 如 因 野 避 
基 启 恩 海 姐 屯 线 ， 让 毕 ， 3 


» 2m = 


的 , 


5, 


我 们 注意 到 性 质 革 中 常数 六 的 玫 何 意义 ,容易 导出 
推论 曼 思 海 姆 曲线 口 的 对 应 曲线 纹 是 唯一 存在 


习题 十 二 


， 设 章 陪 条 更 线 避 配 CY 之 间 建 吝 了 碟 的 一 一 学 演 美 系 ; 试 证 明 : 


CY 若 在 对 应 点 外 两 曲线 有 公 站 得 辕 线 ; 则 如 与 0* 宰 重 合 ; 
C9) 阁 在 对 应 点 处 两 旧 线 有 公 此 的 从 计 线 ， 划 如 与 0C" 谍 考 蝇 语 ， 
或 者 都 是 平 商 曲线 。 


， 设 论 两 条 曲线 与 人 之 闸 建 宫 了 点 的 一 一 对 应 甘 系 , 试 计 明 : 


忆 ) 若 古 对 应 点 处 的 于 法 强 豆 启 于 行 ; 则 避 与 0* 在 对 应 点 址 的 谍 
向 党 交 汪 定 炮 ，; 

2) 车 对 应 点 姓 的 洒 绕 互相 府 休 ;加 如 与 07 在 对 庶 点 姓 的 强直 耐 
标 染 岂 王 相 平行 { 即 对 记 抽 证 法 如 科 从 法 线 也 分 别 平 行 )， 而 
孔 有 关系 式 


下 得 ! TT 
EK | 
成 立 . 这 由 人 直下、 有 区 下 是 葛 线 如 与 09 的 曲率 和 搁 率 . 


(3) 涂 对 应 点 处 的 从 法 线 下 入 


行 , 则 与 C* 在 对 应 点 处 的 弗 雷 
耐 标 架 扎 相 平 行 , 而 且 有 下 而 的 关系 式 成 立 : 


FE* 人 
| 


- 斌 证 明 ， 作 为 内 尔 特 钴 曲线 的 贺 柱 螺 线 忆 , 它 的 所 有 伴 线 0* 都 是 


三 0 疗 轴线 的 男 杜 螺 线 . 


.车 空间 搁 曲 线 的 曲 深 亡 为 各 数 ; 则 称 为 常 册 率 曲 线 , 斌 证明; 


(2) 0 是 贝尔 特 朗 曲 线 ; 
C3) 0" 与 0 的 曲率 、 搁 率 满 中 关系 
天 人 
下 一 一 一， 
T 


设 加 柱 曙 线 的 电 率 为 加 流 党 为 5 口 的 曲率 中 心软 迹 巡 的 措 


*1aD 


率 为 中 ， 求 证 rr 一 态 
6， 试 证 明 ， 风 尔 持 朗 节 翁 偶 与 0C* 在 对 应 点 的 找 案 之 各 
园 i 


TT = 
丘 本 本 泊 扩 | 


他 . 仿 ” 渐 伸 线 和 渐 编 绕 


在 7.4 和 ”了 .5 段 ， 我 们 利用 黄 共 曲线 口 与 0" 之 间 满 民 
某 种 儿 徊 条 忻 的 一 一 对 访 其 系 定 闵 EF 
了 了 员 加 等 明 关 经 和 蛇 恩 海 婚 此 线 . 
现在 ， 我 们 改变 那 种 对 旗 关系 的 几 
何 条 鱼 ， 琐 作出 新 伸 线 和 渐 峭 线 的 
定义 ， 


定义 变 在 两 曲线 与 O°” 之 ”时 4- 由 
间 建 立 了 一 一 对 应 关系 ， 使 得 在 对 应 点 ， 曲 线 0 的 切线 重合 


于 洛 线 0 的 茶 一 条 法 级 , 唱 称 0” 为 如 的 渐 征 线 ，C 为 巡 的 
淘 纺 线 (图 1 -63). 
在 以 下 的 讨论 及 习题 中 , 我 们 约定 ， 
曲线 0 r=rt), i tN, B} 
为 曲线 口 的 曲率 , 措 这 和 上 弗 秒 丽 标 架 , 对 应 则 线 
人 
为 虹 线 0 的 租 率 、 挠 束 利 下 雷 耐 标识 ， 参 数 s 相同 的 点 为 两 
晶 线 的 对 应 卡 ，3 是 C 的 弧 故 参数，Gr 的 缴 长 参数 记 成 
8 8 = 8 8), 
一 、 渐 伸 线 
-性质 1 埋 线 已 的 渐 仁 线 方程 为 
人， 和 {7 .37) 
式 中 6 为 任 一 常数 , 


:1 


【证 】 按照 定义 ， 我 们 把 OO 旬 雍 伸 线 方程 写成 


人 as) TPs). {7 .38) 
将 上 式 两 边 对 8 求 导 ， 
ar” do 了 
后 = 人 - x)T tapN. Cr. 59) 


. 出 于 口 的 切 向 于 泪 直 :0 的 切 向 
《7 . 39) 两 边 点 羔 了 后, 得 到 方程 


(图 二 65)， 在 


从 中 解 得 a srg, 
式 中 是 积分 常数 ， 将 a 代入 (7,38) 式 ， 便 得 渐 促 线 方 程 
(7.97)， 证 毕 ，】 
， 为 了 保证 渐 伸 线 0* 是 正则 曲线 , 我们 对 避 附 吉 申 率 天 
0 的 条 件 ， 这 是 因为 , 如 果 在 如 上 某 点 下 ~ 0， 从 他.39) 式 有 
dr 
ds 
章 线 0" 上 出 现 奇 点 ， 因 此 , 当 O 是 平面 曲线 时 , 为 了 构造 正 
则 的 渐 伸 线 , 0 必须 是 是 曲线 
方程 (7.37) 表 示 了 因 线 0 的 全 体 渐 伸 线 ， 取 不 同 的 常 
数 心 就 代表 不 同 的 渐 伸 线 、 邢 末 , 任意 两 条 渐 健 线 Of 和 003 
之 间 有 什么 关 素 呢 ? 
- 设 呈 竹 0 的 方程 为 
8 = 8) + Co —s) T's); 
Oa Ts) rs Cay —s) TIs). : 
令 O01 与 上 的 8 相同 的 点 为 对 应 点 ， 对 应 点 连 级 的 长 


=0, 


人 一生) := It — qal 
+ 


为 常数 (图 1-64) .二 是 得 到 

性 质 史 ” 昌 线 口 的 任意 两 条 淅 仲 线 吕 和 人 在 对 应 点 之 
间 的 距离 为 常数 ， 

下 面 介 绍 一 个 厅 用 全 漆 促 线 作 图 的 性 质 ， 

性 质 3 以 曲线 J 了 s=0 处 为 始 端 , 拉 紧 长 为 a 的 细 强 
了 ,远亲 加 绕 到 曲线 上, 则 细 强 的 终端 了 在 空间 描绘 的 加 
迹 就 是 G 的 渐 伸 线 0”, 

事实 上 ， 细 强 2 回 绕 到 曲线 QO 上 ,意味 着 线段 名 处 处 
与 0 相 切 ， 从 轩 414-65 可 见 , 在 运动 过 程 中 , 已 点 的 位 警 商 基 
为 

ris (es Ts), 
这 就 是 渐 仲 线 C7 的 方程 入.57)， , 

如 党 口 是 平 面 申 线 ， 我 们 在 卫 点 放 转 一枝 辕 笔 , 随 着 户 
的 运动 , 便 在 该 平面 上 表 出 必 的 渐 伸 这 种 作 疼 法 在 工 
程 技术 中 有 车 实际 的 应 出 ， 

【 例 菩 求 圆柱 螺 线 

O., -Reosg, Raind, BS 
的 浙 介 线 0"， 并 证 明 吕 的 剑 一 条 浙 伸 线 都 芒 在 委 直 于 2 轴 
的 平面 上 . 

解 ， 因 为 


f= {~ Rsing, Roowg, B}, 
[= VTE, 


T= 1 -in 有 Roosd, B}, 
iF| 


0 的 渐 伸 线 C 的 方程 为 
=F 
-1BR[ieon8t+ (8 — Dsin, 
Rlsmne -0 Deodi, BD}, (7 .40) 
yo | a 
因为 0 的 方程 中 的 = 坐标 分 是 为 常数 BD， 不 论 8 取 
.和 何 值 , 0* 者 落 在 垂直 于 2 轴 的 平面 x= BD 上 (图 4-66)， 
- 若 把 如 眼 制 在 平面 *= BD 于, 按照 "和 4 分 量 表 示 
参数 方程 为 
er. | {0 — Dsin 人 fg 
y= Rsingd— (8— Dcost], 
在 后 面 本 段 的 例 2 我 们 林 看 到 , U' 就 是 所 在 平面 与 国 柱 相 截 
闻 基 的 渐 伸 线 。 


(7.41) 


二 、 渐 缩 线 


在 刺 小 段 , 为 了 书写 简单 , 我 们 用 记号 5 0" 央 示 前 线 0 的 
染 丹 钱 . 
性 质 ”曲线 己 的 新 缩 右 方 吉 为 


7 T= sy) 到 上 到 etgf | vaste) B, 
(7.42) 
式 中 a 为 任意 常数 
证 】 由 定 久 , 浙 缩 恋 07 的 方程 为 
FsliolsI Ns A Bes), (7 .43) 


这 里 mfg) 用 | 忆 i3) 是 待 趾 责 数 (图 土 上 7)， 人 .43) 让 的 几何 意 
久 是 ， (8) 一 六 (1 合 于 时 线 人 在 号 名 的 某 一 法 组 方向 ， 
查 台 .43) 式 两 边 对 5 求 导 ,得 到 0O* 在 s 处 的 其 向 量 
er 1a Ti le BIN B+a)B, (7.44) 
它 应 平行 证 在 怠 点 的 法 线 方向 让 (9) 一 的， 按照 人 .49) 
与 中 .和 ) 式 ,已 得 关系 式 


于 一 ef 一 各 
[一 《7 .45) 
Te 
从 7.45) 的 第 1 式 得 到 
a 二， 


从 好 .45) 的 第 2 式 解 出 


Ba 一 aeB etg-+ 且 
mp ds 站“ 
对 其 西 这 和 尹 !( 分 , 求 竹 | 


B= cial | ra)dst a), | {7.46) 


TS 


其 中 心 是 积分 常数 ， 招 求 得 的 co 要 代入 好. 各)， 性 质 即 得 
证 ， 1 
为 了 哥 证 海 缩 线 "的 正 若 福 ， 我 们 对 曲线 局 血 要 购 加 
条 性 
CE eer A tan’F0. (7.7) 


村 别 , 当 C 是 平 梧 上 肌 线 时 ,Tz 一 0 代入 好 .各 ) 式 ,得 


Eh 


一 Da : 


这 里 卫 为 任意 常数 ， 这 于 


sat 2) [T+ [2 
C14 Dy (EN? 
一 一人. 
因此 ， 当 避 是 平面 曲 积 时 ， 渐 缩 弘 0 为 正则 的 充 要 条 件 是 ， 
曲线 O 上 -5 六 0 


作为 推论 ， 国 由 于 其 提示 等 于 常数 而 不 存在 正则 的 源 和 
线 ， 实 际 上 , 加 的 渐 缩 线 退 缩 成 一 个 点 . 

上 上 述 性 质 表 明 ， 对 于 任意 一 条 曲线 C， 一 般 存 在 无 穷 多 
条 渐 缩 线 C"， 其 方程 为 (了 7.42)， 其 中 , 随和 车 4 的 取 慎 不 同 面 
代表 不 同 的 浙 统 线 ， (7 .47) 式 是 保证 渐 缩 线 0* 正则 的 充 要 
条 件 . 

、 平 面 上 的 渐 伸 线 和 渐 缩 线 

本 小 段 将 讨论 口 和 7 位 于 同一 平面 的 情况 。 我 们 不 加 
证 明 地 麟 出 有 关 的 几 项 性 质 ， 

性 质 工 平面 上 明 线 9 存在 唯一 的 交 缩 盘 ， 它 是 C 的 昌 
率 中 心 轨迹 , 即 0 的 法 线 族 的 包 络 ， 


* 198, 


7.48) 


性 质 吕 平面 上 曲线 的 浙 缩 线 方程 为 
CO -rteN. (7 .49) 
性 质 8 平 同 曲线 的 浙 任 线 方 程 为 
一 
其 中 任意 两 条 渐 介 级 03 与 03 互 为 等 距 同 线 ， 凤 平面 上 的 中 
汞 特 朗 曲线 侦 . 
【 例 3 六 的 渐 伸 线 
设 储 面 土 以 口 为 同心 , 如 为 半径 的 加 
O, FTF= cod, lsin0y, 
信 的 张 长 :一 大， 切 淹 电 
FT {—sing, cost}, 
回忆 的 激 伸 线 
oO FT 
写成 参数 形式 是 . 


Cs: 


1 有 To 有- 【一 五 ys 拷 ， (7 .503 


y= Rlsing— (ft— Dyeog0), 
式 中 常数 了 一 各 

我 们 在 例 土 中 导出 圆柱 螺 线 0 的 浙 伟 线 方程 为 (7. 4 
恰 与 好.50) 一 致 . 


图 二 - 名 中 国 了 国 的 产儿 线 08 的 图 图 1 69 是 细 强 
作 图 方法 。 当 & 塘 不同 的 但 时 , 得 到 不 辣 的 渐 伸 线 Oz， 所 有 


的 07 都 与 Oo 形状 相同 ， 而且， 将 0 旋转 角度 9 一 去 后 ， 便 
得 到 5， 读者 只 要 把 旋转 变换 作用 于 方程 人 .区 )， 便 可 直 湾 
证 明 这 一 事实 ， 


= 站 寻 了 


图 168 图 1-69 
图 的 泗 伸 线 在 机 械 工 程 中 特 草 有 用 .在 工程 上 ,习惯 称 


为 新 开 线 , 口 为 基 贺 , 并 用 把 2 的 参数 方程 写成 极 坐 标 形 
式 


| 7 GON (7 .651) 


我 们 在 (7.50) 中 取 力 一 0， 注意 到 图 1270 中 坦 角 三 角 灌 的 边 
角 关 系 , 容易 导出 (7.51) 式 ， 

注意 ，(7.51) 不 是 极 誉 标 显 式 方程 pp{ 罗 形式 ， 而 是 
以 «为 参量 , 用 参数 式 家 示 的 。 这 种 表示 方式 纯粹 是 工程 上 
的 习惯 、 在 机 械 原理 课程 中 , 称 a 为 压力 角 , 称 9 一 始 a 一 x 为 
c 的 淋 开 线 函 数 , 记 为 inVa， 有 专门 的 渐 开 线 函数 表 可 殿 查 
用. . 

在 袖 械 传动 机 构 中 ， 哨 全 齿轮 的 贞 遍 由 线 大 多 采用 浙 开 
线 (图 1-47), 这 在 齿轮 哮 合 原理 中 有 着 详 细 的 闹 述 . 

利用 渐 开 线 的 两 条 性 质 ， (世相 局 基 二 的 所 有 渐 开 线 中 
的 形状 都 相同， 它们 的 相 王 位 置 只 差 一 个 绕 加 心 的 萎 转 , 


去 重合 妇 。 


图 1-70 图 1-71 


(2 同一 基 较 的 任意 两 条 渐 开 线 都 也 为 等 距 直 线 ， 变压器 厂 
把 厚薄 均 勾 的 硅钢 片 变 成 新 开 线 状 , 制 成 体积 小 .容量 大 的 渐 
开 线 变压器 ， 它 的 好 处 在 出: 一 片 片 形状 .大 小 完全 相同 的 渐 
天 线形 硅 钢 片 能 紧密 贴 合 地 奈 成 圆柱 形 的 铁 芯 (图 171)， 


习题 十 三 


1 已 知 曲线 Ct rmr 人 的 沦 开 线 Co 二 -FTCG)， 斌 
证 明 ; 曲线 如 的 


Q) 曲率 避 = Mt 
一生 
(8》 从 法 向 量 B* D3-; 


es 和 并 T 一 上 大生 
09) 瑞 率 TR 
32， 证 明 曲 线 C 为 一 般 旦 线 的 充 要 条 件 是 ，C 的 将 伸 线 0* 者 是 平面 
曲线 . 
3， 试 证 明 ， 半 径 下 的 国 的 浙 介 线 , 内 在 方程 为 
1 
4， 试 证 明 :在 平面 场 台 , 国 线 Cr 一 it， yG)} 的 渐 缩 线 的 参数 
方程 为 | 1 


站 


"和 各 全 


5.， 在 平王 场合 


号 = 二 
VY- yy 
> ， .2 十 3 
二 
i 


:于 下 区 有 昌 线 的 六 缩 线 ; 
tl 地 掏 线 y=px; 


(8) 旋 轮 域 r={4G 一 5in 人 站, 8{] -cos 区 上， 


了.G 小结 


本 节 介 绍 了 几 种 特殊 空间 有 曲 私 . 


每 种 曲线 包括 三 部 分 内 


容 ，( 了 DD) 定义 (如 几 何 性 质 ， (3 项 率 上 各 措 率 7 满足 的 内 在 
方程 。 这 些 空间 曲线 的 内 在 方程 列表 如 下 ; 


网 人 基线 
一 般 痢 线 


由 不 等 妆 曲 给 
鼻 卡 淹 诈 晶 厂 


球面 曲线 


此 府 关 和 | 筑 率 = 


二 人 于 站 


和 2 0) 


国 站 一 多， 十 呈 凡 A 并 庆 0) 
| 本 ;全 人 


Rr+! {= 一 0 aa 


者 中 和 必 为 常数 ， 除了 贝尔 特 裔 曲线 的 只 可 取 为 零 外 ,入 


和 和 上 凡 不 能 等 于 稚 . 


除了 上 画 这 些 曲线 , 空间 曲线 的 内 在 方程 一 般 都 很 复杂 . 
在 计算 几何 中 有 一 种 力学 样 条 曲线， 用 于 表示 船 栖 等 线 
型 中 光 顺 的 空间 轮廓 线 , 这 是 一 一 种 漂亮 的 空 间 曲 线 ， 它 的 


内 在 方程 为 


[人 
hks), 


其 中 9) 是 一 种 特 狄 画 激 ,吓人 2 精 国 函数， 


* 下 


曲 面 论 


被 分 名 休 研究 的 对 竺 是 送 溢 的 出 线 各 曲 商 ， 环视 我 们 周 
外, 天上、 地 下 ,海中 , 到 处 可 见 到 各 式 各 样 的 曲面 , 如 ;飞机 机 
身 ， 汽车 外 过， 花 船 船体 ， 滑轮 叶片 : 嵘 旋光 叶 ， 薄 完 屋顶 ， 入 耕 
犁 而 , 飞行 头盔 , 池上 左 模具 ， 广东 艺术 雕 邓 ， 等 等 

平面 和 二 次 曲面 都 是 简单 的 曲 商 ， 在 空间 解析 上 儿 何 课 程 
中 ,二 次 殴 面 的 分 类 下 经 解决 .但 是 , 对 一 般 曲 面 的 讨论 娠 在 
解 折 几何 范围 之 外 . 

在 这 里 ,我们 研究 一 般 的 光滑 井 面 的 元 何 性 质 ， 如 在 上 
一 章 所 述 , 一 条 关 线 的 几何 性 质 是 用 它 的 弧 长 .路 率 和 摘 率 这 
三 项 范本 的 几何 量 来 描写 的 。 在 晤 面 的 萄 和合 ps 
本 几何 量 是 第 一 一 后 本 形式 和 第 二 基本 形式 (本 章 第 三 - 节 )， 
县 从 它们 作出 活 有 曲率 各 济 地 曲率 (本 章 第 四 、 第 六 ) 米 刻 划 和 
涟 移 弯 度 ， 

本 章 仅 限于 对 莉 仙 的 局 部 性 质 的 讨论 ， 关 下 点 在 于 和 
技术 问题 中 的 上 应用， 


第 一 节 曲面 的 表示 
1.1 向 是 方程 


在 空间 直角 誉 标 系 中 , 曲面 方程 育 三 种 表示 形式 ， 
(1 显 式 方程 
区 Ys 本 


上 


(2》 隐 式 方程 
吾 (z， 2 2) ~—0, 
《3) 参数 方程 
| 一 1 
TY, 人 ED. 
1 Fs O) 
{和 (2) 部 是 人 8) 的 特殊 情况 ， 如 果 用 向 量 来 表示 , 曲面 
的 方程 可 写 为 
外 (2 (2 也 ， (1.1) 
式 中 闻 如 前 表示 留 面 上 一 点 的 位 置 向 量 
rority+ek, 
面 且 右 边 代 表 两 参数 9 的 阿 全 次数 ， | 
Fa Eu, ET FTEY, WR, 《5 0 ED. 
司 窒 示 向 量 蜀 数 的 定义 域 ， 以 下 ,我 们 假定 问 量 冰 数 tw 多 
充分 兆 谓 , 即 它 上 县 育 我 们 所 需要 的 任意 阶 偏 导数 . 
我 们 也 可 把 方程 引 . 巧 写成 分 量 形式 四 
他 本 1 
按照 映射 观点 ,我 们 把 曲面 S$ 的 身 量 方程 对 :人 用 成 一 
个 从 套数 tt, 中 平面 瑟 下 的 定义 域 忆 中 的 点 到 三 维 欧 氏 空 
间 瑟 中 的 映射 ， 
Cu WIPE oN, Yu VO) se oI}. 
在 这 个 映射 下 , 如 的 象 保 构 成 BE? 中 的 一 个 出 面 S( 图 2-1). 
说 Qo to) 是 卫 中 任 一 固定 点 。 如 果 在 参数 平面 上 周 定 
参数 t= ro， 而 让 参数 % 在 卫 中 变动 ， 则 曲线 (u,vo) 被 映射 
到 SS 上 的 一 条 曲线 
T=F, 10), (1 .3) 
称 为 曲面 上 过 FQ 有 点 的 芭 釉 标 曲 线 ， 简称 皮 曲 线 


+ 


(一 w0)， 同 样 , 当 参 数 #= 而 定 , 而 ”在 卫 中 变动 时 , 就 得 
到 曲面 六 上 过 中 Gu 20) 点 的 二 网 线 Ces wo): 
T=Fiv, 0, ,44) 
这 样 , 过 曲面 态 上 得 个 点 TQe, zso ,一般 洗 一 茶 公 面 线 
各 一 条 % 曲 绕 ， 它们 的 企 体 构成 曲面 S 上 的 参数 曲线 网 ， 篇 
称 为 坐标 网 (图 2- 工 )， 
我 们 将 厅 量 函 粮 Ffu, 的 各 阶 篇 导数 篇 记 成 


8 他 OF 

,一 = 和 一 一 一 

“ ”Be 
_ Fr __or 


等 等 ， 其 由， 向 基 画 烤 ?0o 2) 的 偏 蛙 数 就 是 分 别 对 各 分 民 
求 祖 应 的 偏 时 数 , 如 
or i 人 | 
Bu 加 ” Gu Oi " 
曲线 向 2 明 红 在 点 Po io 处 前 切 育 量 分 别 是 Fw， 
To) 有 I PUo, Ly). 


= 阳 和 号 - 


如 一 的 
OO; CTS 
DP, 


来 表示 官 ,这 个 表示 式 称 为 是 线 〇 的 参数 方程 ， 曲 线 C 的 上 孜 . 


射 关系 是 
人 
曲线 C 的 向 量 方程 是 
人 
设 它 通过 出 面 王 的 点 王 ， 其 对 应 参数 为 + 按照 复合 曾 
数 的 求 导 法 则 , 币 线 串 在 五 点 的 切 向 量 是 


| Te Bir ot!’ 1 .5) 
其 中 和 Yo 分 判 代表 4 由 线 和 2 曲线 在 同一 点 前 妇 向 量 
《图 3-2)， 


fr 
Pau) 


代 - 呈 式 表 时 ,在 卫 点 ， 加 交 go 关 0， 二 Po 与 加 不 平行 
时 ,由 闻 语 上 过 卫 点 的 任意 一 条 曲线 C0, 其 切 向 训 学- 落 在 
一 张 由 Po 与 Ye 张 成 的 平 而 Tp 上 ， 

我 们 称 训 为 曲面 六 在 呈 点 和 的 志平 面 ， 称 人 Tp 的 法 襄 量 


oo 入 膨 面 太 在 卫 点 的 法 向 芋 ， 朋 面 5 在 了 点 的 单位 甘 加 


河 基 是 


nm Tr rT A 


[1 


( 见 图 3- 下， 设 Qo 0) EE 卫 ,， 阁 
PP ,| Ht 0, 


则 称 字 Go ?0) 为 曲面 襄 乓 正则 点 , 省 其 ， 称 为 奇 志 . 当 训 上 
无 奇 点 有 时, 称 驴 为 正则 曲面 ， 今后, 几 是 讲 到 有 曲面 , 和 者 是 指正 
则 曲面 ， 我 们 附加 “正则 ”这 一 条 任 的 原 央 ,在 于 保证 山区 处 
外 存在 著 切 平面 各 法 向 入 ， 

投了 点 对 诺 于 参数 (4 区, 则 切 平 面 革 的 方程 为 

I RP, £7} = 0, ,站 

臣 中 闫 = 也 9 直 代表 切 溯 面 古 p 上 的 动 点 的 位 置 向 量 ， 

过 了 点 的 法 线 方 程 是 

PE 一 人 人 人， 二 让 一 十 se)， 

这 里 ，(w, 起 被 视 为 加 定 .从 科 ,省 且 1! 代表 直线 的 参数 ， 

下 笨 , 我 们 介绍 一 种 畔 状 普 曲 的 曲 疝 , 它 


在 工程 管道 设计 中 有 用 ， “A 
【 例 】 设 O，p 一 pG) 是 狐 长 参数 8 的 六 
EE 


正则 抄 曲 级 , {E08) rt Tt , NG}, BC)} 
分 别 基 避 的 曲率 、 搁 率 积 弗 电 丙 标 某 ， 假 定 
hs) < 二 《a 为 某 正常 数 ), 作 有 曲面 
SS, Fs, oI =pls) aN) eosv 

| Bsinv), {1.8) 图 全 
趟 中 表示 郧 一 参数 ， 我 们 称 它 为 营 册 而 ( 少 3-3)， 

下 咖 证 明 语 是 正则 则 曙 ,并 求 出 沪 的 单位 法 入 量 多 

解 ， 曲 面 及 的 参数 是 (3, 号 ， 将 人 .8) 式 两 边 分 别 对 
和 ? 求 搞 尘 数 ， 

Ts= {lakvotv) TarasinvN+tarcos vB 
{7 —& oN ov i 


半生 


Fx a lideov) (eon rN + ainouB). 
由 已 知 条 件 < 了 得 知 工 _akeosoes 册 侧 且 


[rx =a(l—akeosv) 0, 


这 就 表明 了 8 是 正则 曲面 ， 按照 1.6) 式 求 得 昌 曾 驴 的 章 位 
法 向 量 为 - 
Rn 一 (ceostJw s+ aneBs)). {1.9) 


习 题 一 
1， 证 明 曲 面 
D<<2m 
Cy r= {co0sp uos 8, cog paind, ein gp} ( ss) 
是 单位 球面 ; 


£23) r=iaroegprosd, poong aind, eging! ( 


是 炸 区 面 ,三 个 半 轴 为 4 be; 
和 2 

C3 YY 一 人 cos Sa dt 人 ) 
一 二 


是 半 顶 角 为 w=etg-!e 的 网 锥 面 ; 


se ) 


C4 r= lacosty, 在 Sin 4 ( 


oD 
是 圆柱 而, 它 的 对 称 轴 是 2 辆 , 尘 径 汶 呈 
fl 
5) r= 1 到 (二 站 (ct vt 二 on) 


是 概 克 抛物 面 ; 

£6) r= tot) uu, Zu0} C00 YE + 
站 态 曲 抛 初 面 ; 

CQ) r= {dchuoosy, pehusint, coshwu} (人 
和 0<u<2mg 
是 单 叶 尺 获 语 ; 


[i 


， 一 -这 二 
(BY r= {acht, behucost, oslhywainyy ( ~ “ 


是 双 叶 腕 曲 看 . 
画 出 了 上 上 列 省 曲 丙 的 融 形 ， 
2 求 寺 题 中 各 曲直 的 湾 问 是 ， 


QU 


1. 了 3 和 参数 变换 
平面 上 常用 的 坐标 系 有 直角 坐标 系 tx, 办 和 极 坐 标 系 
(p, 89)， 两 者 的 变换 关系 式 存 适 对 的 竟 返 下 是 


{oe (1.10) 
y= PANy, 
这 时 , 雅 可 比 式 起 
dr ar， 
lw, YH Bp Bop, jeosg ~p singpil 
Bp, 0) OY | 四 130 天 pp Con 中 | 


Op Op 
在 怪 标 原点 ，p= 一 0， 除 了 原点 以 让， 雅 梧 出 式 在 全 平面 上 均 
不 等 于 堆 ， 这 吉明 了 由 寻 . 划 决定 的 举 标 变换 
(2, YPp, 9P), 
除了 坐标 原点 外 , 是 一 一 对 应 的 ， 
在 曲面 上 , 也 有 祖 仿 的 曲线 坐标 恋 换 ， 
Cy EI, DY 
称 为 曲面 的 参数 率 接 ， 变 换 式 如 下 ， 
u= Ht, DY) 
[2 Cu, DY), (1.11) 
为 了 保证 变换 一 一 对 应 , 必须 假定 雅 可 比 式 
lB Oe 
Bw ot) | Bo 
B,D i187 Bo 
Ou Ov 


六 0 (1.19) 


+ 


经 过 参数 变换 (1.11)， 则 调和 准 庙 量 方程 成 为 
FP, T), Lu, PY), 


-将 上 式 两 边 分 别 对 新 参数 1、 求 俩 导数 ， 


曲面 在 新 参数 下 的 法 向 量 
Pe 人 3 3 (1.13) 
因此 , 曲面 的 法 线 方向 间 参 数 变 换 无 关 ， 辕 样 ， 曲 西 的 正则 性 
也 是 如 此 ， 


.和 4” 举 刚 


这 里 所 提货 的 都 是 典型 特 面 的 例子 ， 它 们 在 以 后 的 论述 
中 是 经 党 被 引用 到 和 的。 所 使 用 的 坐标 系 都 是 直角 上 坐 扶 系 ， 
Cy 加 福 击 设 贺 柱 面 以 轴 为 对 称 轴 , 它 的 半径 为 &. 
那 来 , 它 的 方程 是 
P= {go008u, Wainwy, 外 
Ou 
(C2) 
学 标 申 线 的 切 向 量 为 
Fu {Ct eonu, 0}, 
ry {0, 0, 47. 
图 2-4 -单位 法 向量 是 : 
= {eos sin ww, 00， 
. (2 球面 ”在 以 球 心 为 原点 的 具 标 票 下 ， 半 径 为 & 的 球 
而 的 方程 可 写 为 2 
» 


0 
r={scospeosp, copsing, wsin p) ( Ea =o) 


这 时 ， 两 族 举 标 曲 线 是 球面 上 的 绊 辆 3 

(8 出 线 1 和 既 图 (Ce 避 线 )， 坐 标 曲 线 

的 切 阿 量 分 别 是 

Fo= {scospjng, acosw endd, 0}, 

roe={—gsngpeosd, —0asinnsing, 
ao09p}. 

单位 法 向 量 为 

Fo XT, 

Tr 妆 和 | 


性 一 


-— {cogmeoosd, co wm nd, sin gp}. 


i》 圆锥 桓 ” 在 以 顶点 为 原点 、 对 称 
加 为 轴 的 党 标 鞭 下， 半 顶 和 间 放 的 贺 锥 而 
的 方程 可 守 为 
f= {mcost up， 他 
DO< RS 
(2 
式 中 的 常数 0O=ctgw， 从 
Pu— {— unt veogy, OF, 
Fo Cosy, Sin dd, 0}, | 


PX {eosn, OvSinuy, 一  . : 
可 知 ， 在 杜 点 钼 ; 2 一 0, xr 一 0, 所 以 顶点 是 奇 点 ， 为 了 
保证 昌 面 处 处 正则 ， 必须 除去 顶点， 即 很 定 了 天 10. | 
单位 法 应 景 是 
R= {cos @w cosu, COS to Hin ut, ~sine), 


它 与 参数 。 无关。 


4 44 = 


- (由 旋转 而 将 Oxs 平 面 中 一 条 曲线 
wf ls) . 
| go) (ot) 
绕 * 轴 旋转 一 赔 野 , 所 生成 的 曲面 称 为 旋转 重 , 其 方程 可 等 为 
0 dm 
r={f(v eonu, fr)siny, gv) ( aoc } 
曲线 C 称 为 旋转 面 的 母线 , ww 曲 
线 称 为 续 线 ， 显然 , 所 有 的 第 线 都 是 
圆 ， ”出线 称 为 经 线 ， 每 条 经 线 都 落 
在 过 : 加 的 一 张和平 面 上 ， 而 且 与 曲线 
人 合同 (图 2-7)， 从 
rum {—fsinu, foosu, 0}, 
Fo {tf cou, 天 sin te, y}, 
Pex Fo {fg cosu, fo sinu, —ff'} 
转 27 得 出 单位 法 向 芝 


nm py ond, ysinu, 一 让， 
(5) 螺旋 面 ” 如 果 使 上 例 中 的 上 时 
线 O 绕 z 轴 旋转 w 角 的 同时 ， 还 沿 3 
轴 上 逢 距离 pe 局 是 常数 ), 那 未 , 出 曲 
线 口 的 这 种 运动 所 生成 的 曲面 称 为 
尝 萄 面 ， 它 前 方程 可 写 为 . 
r={iftw)cosw, flv)ainu, gy) 
+ bw} 
Ou Im 
( wv 让 
螺旋 面 的 每 条 曲线 是 加 柱 螺 线 ， 每 条 2 曲线 范 在 过 ? 
F504 


图 28 


轴 的 一 张 乎 面目 ， 责 旦 合 局 于 上 曲线 C，C 称 为 基 曲 线 ， 螺 线 
的 螺 距 等 于 2x2( 图 2-8)， 从 
Fu= {Fsinu, fooau, b}, 
Fo— {fF eosu, f'sinu, 9} 
得 出 
FuxFo = {fo cogu— bf sinu, 
hfeoosutfy sine, —fF'}, 
ne [fg BF Yt (FFT 
x {fg eosu—df sinu, bf cosu r fg einu, —/fft. 
特别 ， 取 了 (外 = 9 一 上 邯 . 
当 曲 线 怠 为 了 轴 时 ， 所 生成 的 野 旋 耐 
欧 为 自 盏 面 .这 是 一 种 最 常用 的 景 旋 
面 。 机 械 蝶 杆 大 多 由 这 种 螺 闸 所 和 构 
成 ， 这 时 
f= {vo0gu, Hn, Vu}, 
鞭 单 位 法 向 量 深 


1 . 
Rt Si 议和 CORE 一 站 图 2-9 


下 面 我 们 介绍 三 种 特殊 的 旋转 曲面 . 


(6) 基 链 面 设 曲 线 C 是 Oz 
半 丙 上 一 条 县 链 线 


6. 1 Fv a oh 
光一 9 2 一 全 
(一 co<ec-Leoy， 


它 所 生成 的 旋转 面 鸭 匡 链 面 (四 
2-140), 


和 ”2- 坟 


也  ，b ， 
党 王 &oh 二 osu, Geh 记 Sin tt, tL >, 


二 下 各 征 @- 


“单位 法 向 量 为 


1 ， 到 
入 二 ie, sint, 一 中 可 ， 
ch 


图 ”211 


(7) 环 面 设 曲 线 口 为 
Cax 平面 上 的 以 (am 站 为 中 心 、 
半径 为 了 的 圆 ， 它 的 参数 表示 
如 下 ， 

一 人 二 084 

| 

(0 ar), ，. 
谤 时 ， 所 生成 的 旋转 面 称 为 于 
而 , 它 和 和 一 具 汽 车 轮胎 相似 (图 
2-11)， 从 环 击 方程 


P= {O00) 00 roo vu, Sm 中 
C(O, Hdr) 


得 出 单位 法 向 嫩 沪 


Fe- [COR COB HY, LOY Hn WY, Sit 4}, | 


(3) 伪 康 出 


C: 


“1 。 


[= iy 


+ 


说 曲 浅 避 六 0 平面 上 的 点 物 绕 ; 


| glo) ~ —a(oos z+In 志 各 ) (0<<#) 


几 
Wi 
有 


所 生成 的 证 转注 称 为 僵 球 西风 2 1 


『 
了 I HUECOSY, RSI SY Co (es 2 十 Tn 慌 3 站 


一 ) 


{ LEE 


\ 人 7 


单位 法 癌 下 是 
R= {coveos?rt, cos vin er, sin el. 
(9) 柱 面 ”给 定常 向 
景 和 空间 曲线 
O, da 
(mi, 

过 口上 的 得 一 点 作 一 条 
方向 为 的 直线 .这 些 育 
线 所 上 生成 的 山 闸 是 柱 面相 于 2-1 人 3). 

eu<pB 


r=0) tal ( i oo 
一 
切 阅 比划 单位 法 四 其 分别 为 
Fu, = 
xl 
Iaxl|" 


(0) 锥 面 贡 条 动 站 线 


泛 过 定点 卫 时 , 就 生成 一 个 难 人 条 
{图 2-14). 设 点 也 的 位 置 税 量 为 


动 直线 的 方 生 为 LD, 则 锥 面 
方程 为 


Db 


T= vt) ( 
a 人 二 一 ee 
5 和 入 


切 和 铅 熙 各 单位 法 呵 量 分 别 汶 
人 一 人 
了 
iExt)” 
《tt 切线 画 维 定 -条 帘 间 曲线 
OO, GU) laueip), 
过 口上 的 每 一 点 作 切 线 , 切线 全 体 所 组 成 的 曲面 称 为 已 的 所 
线 面 ( 风 2-15)，O 称 为 切线 面 的 着 线 ， 切 
线 面 的 方程 为 
Fd) -i rd) ( 
切 癌 最 大 


访 忆 入 ) 
3 


一 所 有 < 十 上 oo 


一 攻 十 4 和， 站 一 在 . 
从 切线 面 中 挖 去 将 线 (v 一 中 后 弄 余 购 
曲面 是 正则 的 ， 在 它 的 性 一 点 的 单位 法 向 量 


主义 章 
凤 2-15 eT 


| 在 x 站 | 
(13) 设 曲 面 的 隐 了 籽 数 方程 为 万 (zx, gy 区 = 上 0, 它 的 法 向 
量 可 号 为 神崎 向 量 
_ | a OF OF 
ba { 全 ”yy | 
.实际 上 ,对 于 曲 亨 上 的 任意 一 条 则 线 
;| O, Pr {ey, yA , zt }, 
有 下 十 的 恒等式 成 立 ， 
0 


-| 


aF de aF dy OF 


一- 一- 一 一 一 一 一 = 二 


ox tf Oy 过 i “ 


即 VF-0, 


VF 垂直 于 曲线 口 的 切 向 让 2 由 地 直线 方向 的 和 任意 性 ， 
便 知 YF 是 曲面 的 法 问 基 ， 


可 题 二 

1. 设 曲 面 的 表示 式 为 = 了 Fi 协 , 求 它 的 法 向 最 。 

2， 求 双 贡 抛物 图 *= 和 二 一直 站 二 T 二 一 1 点 外 的 单位 
法 向 量 和 切 平 新 方 弛 . 

3. 在 例 (号 吊 ， 把 母 昌 线 C 取 作 一 条 与 Ory 平面 相交 于 定 前 的 址 
线 , 这 时 所 乍 成 的 蜂 哆 面 称 党 阿 基 来 德 远 禾 面 ， 它 在 机 械 工程 中 可 
蕊 作为 蜗杆 的 菌 面 , 试 苛 证 它 的 方程 洲 ， 

” 竺 . 还 过 由 : i 了 个 To J go 《70 上 


守节 直人 数 面 
号 .1 真 纹 面 


由 一 族 连 续 变 动 的 得 线 移 威 的 曲面 称 为 直 纹 面 。 这 些 直 
级 是 直 纹 而 的 寻 线 ， 读 者 党 过 的 单 计 骏 同 闸 , 必 此 抛物 面 . 正 
螺 曾 、 柱 商 、 锥 调和 切线 而 等 ,都 巧 直 纹 面 ， 
由 于 直 纹 面 的 玫 何 构造 引 较 简单 ， 而 且 在 工程 技术 中 设 
计 容 易 , 制造 简单 , 相当 有 用 , 它 是 一 次 重要 的 特殊 曲直 . 

在 直 纹 面 上 选取 一 条 加 每 条 母线 都 粘 诡 的 曲线 

QO, Ed) Cau, 

即 准 线 。 过 口上 的 点 引 直 匀 面 的 母线 ， 设 苦 方 同 为 半 ()， 


* 下 得 二 


于 是 直 统 面 的 方程 可 生 为 ( 度 | 3.16)， 
muiB 
P= -Ey (4. {2.1) 
2 曲线 是 母线 .从 
=, f= 
得 出 单位 法 向 量 
(6 xl 
| 二 zx 
在 走 纹 面 的 实际 构 革 中 ， 党 
图 2-19 常 采用 单位 向 量 画 数 Eee). 
下面 介绍 的 凸 种 直 化 面 ， 在 建筑 和 机 械 舌 工程 的 此 面 造 
型 中 都 有 实际 的 应 用 ， 
[ 例 1] 单 叶 双 明 而 
在 Omg 平面 上 取 单 位 加 习作 为 准 线 , 这 竺 ， 
OU, = = {oosv, sinu, 0}. 
设 和 母线 的 方向 向 其 为 
Lad = + k={—siny, coau, 1}, 
这 实物 造 出 来 的 家 位 面 是 


(2.2) 


Sd; P= {0gu— vying, sinyte oody, vw}. | 他 3) 
证 总 上 一 点 的 沧 标 为 zy、 2， 那 末 容易 看 出 
Ek 


所 以 访 古训 汗 汉 蝗 面 (图 2-17). 
另 一 方面 ,其 取 方 隔 沪 
Fon = —au .rk= {gnuy, cosy, 和 
的 直线 汐 母 线 , 于 是 得 出 男 -- 直 纹 曾 S*, 方程 也 是 好 十 护 一 归 
一 1， 期 , 89” 与 5S 合同， 这 就 起 说 ， 计时 双 晤 曾 上 存在 两 族 直 
钱 的 导线 ,它们 的 方向 分 别 是 [Ow 和 下 (0 ， 


* 语 业 侣 ， 


图 2-18 


许多 火电 站 的 冷却 塔 都 具有 单 吐 双 曲 而 的 缚 大 & 加 
2-18)， 它 具有 强度 高 .材料 省 等 优点 . 
【 例 3】 双 曲 抛物 面 
，“ 设 二 轴 为 准 缀 0， 母线 平行 于 OE ow 
的 夹 角 为 9= 霹 -+4。 于 是 
LQ 一 {0, 1, w}, 

这 样 决定 的 直 纹 面具 有 方程 i 

2 - 
它 是 单 叶 双 曲面 (图 2-19). 


-~ EF. 


图 “2-19 


图 2-230 


一 些 现代 建筑 物 的 性 顶 , 常常 采用 薄 壳 结构 。 图 2-20 是 

某 餐 厅 的 屋顶 ， 用 的 是 组 合 妈 曲 扫 物 面 ， 这 种 结构 ， 新 颖 美 
- 观 , 引 县 一 格 . 

【便当 所 往 面 

当 作 淄 母 线 的 直线 恒 平行 于 国 
定 泪 侧 时 ， 我 们 得 到 氢 柱 面 ( 图 
2-21). 

如 果 取 这 固定 平面 作为 Owy 
平 而 , 那 示 从 


b= {sen}, ant 0} 


“189* 


便 得 出 招 柱 面 的 六 程 
二 ng 人 sin， 0}., 
月 一 种 基 微 保加利亚 巢 的 机 耕 旭 面 , 就 是 要 柱 曾 。 它 的 
设计 过 牺 是 ,设计 风 英 先 人 确定 准 级 Ct 通常 选用 (zs 平 而 上 的 
. 抛物 线 ), 选取 “作为 参数 ” 然后 通过 调整 角 晤 数 0 一 0e 来 
选择 设计 性 能 较 佳 的 巢 面 (4 2-22). 


蜀 2.29 
取 4 轴 作为 准 线 CO， 这 种 手 仁 商 称 为 避 杀 荔 而 ( 图 
2-23)， 方 程 为 
F= {teun), Hi), W. 
【 例 4] 混合 百 纹 面 
对 于 王 条 给 定 的 曲线 


Oi Po, ern B, 


= T1599 = 


Oo Fu ou p, 
我 们 令 有 曲线 CO 与 Ca 上 有 同 -- 和 参数 秆 4 的 钙 点 为 对 庶 点 ， 
并 且 用 址 线段 过 接 每 对 对 应 点 ， 这 些 直 线段 构成 一 个 直 镁 
面 , 称 汶 混合 直 弘 西 《 图 3-234): 


Qol 

在 工程 革 经 常 取 这 种 直 改 疝 作 为 西 条 已 知 明 线 必 与 0, 
之 间 的 线性 播 信 , 借以 和 连 索 林 邻 两 条 韭 绑 之 闻 的 曲面 部 分 . 这 
是 一 种 最 简单 的 搬 值 方法 ， 

例如 图 2-25 是 某 船 体 的 肪 肖 线 型 图 ， 造 船 工艺 部 门 用 
这 张 图 纸 作为 船体 曲面 设计 冉 。 禄 邻 商 条 肪 骨 之 间 的 空 珠 部 
人 务 ,就 是 用 汇合 直 纹 古来 填补 交 ， 


Ft 10) 一 oo] 


oh 


其 3-25 

在 设计 温 轮 叶片 出 商工 作 中 ， 一 种 传统 的 简易 设计 六 法 
是 ; 首先 设计 两 条 模 截面 时 线 与 Cs， 然 后 构造 刀 与 Co 之 
河 询 混合 直 议 洒 ,用 以 物 造 加 梁 匣 面 ( 国 2-36)， 


习 题 三 
工 ， 用 构造 准 线 0 和 母线 的 方向 向 呈 zx) 的 为 渤 ， 证 明 下 列 虹 而 都 总 


“18D 


人 
人 也 时 巡 册 面 让 
{3 并 用 操 询 下 kay 营 敦 开关 的 


有 = 


， 求 上 下列 近 统 震 问 让 生生 所 各 荐 
Cy 昔 时 腕 是 醒 r= ri Sn Sinw+ vo5 5 人 
2; 深山 换 物 面 *= 4 
《3) 司 锥 竟 面 一 如 cos 有 yanatey 0。 


2 全 可 展 曲 面 


定 久 ”如果 直 纹 面 洁 许 : 一 条 母 缀 的 所 有 切 乎 面 都 相同 ， 
误 称 它 为 可 宕 介面 ， 

本 章 1 上 .和 4 段 中 所 举 的 内 向、 锥 面 和 团 线 面 ， 莉 是 可 展 曲 
语 ， 事 实 上 ,这 三 种 曲面 的 单位 法 向 量 单 独 是 名 的 光 数 ， 

RN. 

四 一方 轴 ， 一 条 母线 是 + 有 册 线 , 就 是 沿 着 它 羡 = 加， 所 以 曲面 

这 条 母 绥 的 俐 点 的 苇 平 也 缉 相 同 ， 

号 时 基 有 曲面 .类 时 站 有 巾 西 和 正 蝶 耐 ,都 是 直 纹 而 , 但 不 是 
洒 展 如 而 ， 例 加 ,按照 忆 . 引 式 直 示 的 单 叶 双 邮 面 的 单位 法 筷 
早 为 


n= 


a {eos uu, siny, OF 一 PTsin tt， 一 Go82 1}), 
也 


放 癌 天 着 本 线 4 一 ze 工 不 同 的 了 两 点 2 二 三 和 22 处 ， 知 
门 的 单位 法 向 车 术 Go, ?各 红 Cro, aa) 不 平行 ,这 是 因为 
Hi, CI XR, 本 
x a 本 -二 Tsin ru， 一 eng ro，-- 二 关口。 
可 谋 点 二 到 拉面 戎 覃 意 洛 所 有 有 绕 苛 关系， 与 笠 电 于 线 旅 
的 包 络 线 相 仿 , 对 于 空 间 央 所 族 也 六 作出 包 络 面 ， 我 们 只 关 


= 上 各 1 … 


在 第 一 音 6.4 段 中 对 美的 定义 各 说 程 增加 一 个 变 元 z, 便 
可 平行 地 搬 到 包 绍 面 的 场合 米 . 

对 于 给 定 的 平 别 由 面 族 人, 若 存 在 曲面 3， 人 司 得 总 上 
和 些 一 点 与 恋 中 某 一 张 面 而 驴 ; 条 团 ， 则 称心 是 曲 闸 族 {93:2 的 
包 络 面 ， 

设 给 定 的 正则 邮 画 旋 广 种 汶 

| Si Fr, H, ¢, %) C=—0, 
(zy, 芒 表 示 测 新 总 二 一 -点 的 于 三, 多 是 铭 数 ， 因 为 {8;} 内 
依赖 于 :一 个 参数 , 故 也 称 它 为 单条 数 赐 面 业 ， 19 的 包 络 面 


方程 是 
Ir, #, 2, =O 
8 | 


单 参 数 予 面 族 的 包 络 于 臣 吉 镁 面 ， 这 一 销 论 的 证 明 在 此 
省 赂 . 

定理 1 油 面 5S 为 可 腊 则 出 的 充 要 条 件 是 ， S 是 单 参 数 
平面 族 的 包 络 面 . 

【证 】 先 证 必 慨 性 : 设 仿 是 可 历 曲 人 而， 根据 定义 , 洪 着 访 
的 直人 母线 , 协 平 面 都 相 问 ， 出 汪 直 和 纹 面 的 直 和 母线 依赖 于 单 参 
数 , 曲面 为 的 切 平面 是 单 做 数 族 ,因此 ,5 是 单 参 数 平 面 族 的 
包 络 面 . 

其 次 证 介 分 性 ， 设 访 是 单 参 数 平面 族 的 包 结 面 ， 因 而 是 
和 直 纹 面 , 且 沿 闫 同一 直 组 线 ， 昌 曾 的 单位 法 向 量 如 一 常识 量 - 
按照 定义, 号 荐 可 展 曲 仙 ， 让 中 ，】 

定理 4 起 纹 从 ?一 G0 -人 民 (w) 为 可 展 曲面 的 充 要 条 


件 是 四 
(wt, = 


【证 】 先 证 必要 性 , 从 直人 笋 菠 的 切 疝 量 及 法 向 量 
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roe r=l, 
rer Gl xl 
得 知 ; 如 果 直 纹 面 是 可 展 曲 面 , 则 在 一 条 母线 心 国定 ) 芍 两 个 
不 同 点 (参数 分 别 为 如 ,ty) 的 用 着 潜 向 量 必 须 平 行 ,所 以 
[GD x tix [er x =0, 
基 {to— nx Dx 二 -0, 
全 是 Da Br 
(xx xd, 
将 上 式 左 边 按照 二 年 光量 积 公 武 肛 开 , 便 罕 
(a, L, D) =0. 
关于 充分 六 的 和 证明， 我 们 只 要 拒 上 述 讨论 的 过 程 依次 其 
个 过 米 , 便 可 断定 ; 所 论 的 丘 绞 而 是 可 展 曲 面 ，】 
定理 3 可 展 册 面具 省志 种 , 即 柱 帘 . 镍 而 和 切线 前. 
【证 】 定理 的 充分 性 范 显 然 的 ， 我 们 只 须 证 必要 性 ， 报 
据 定理 2, 可 展 曲 面 
SB, Pa) Tu) (2.4) 
满足 条 件 ca, ,D0, 
我 们 不 芒 将 ZO 取 作 单位 向量， 下 面 分 两 种 铺 况 进行 
讨论 . 
(DD Lxi…0 因为 ED 是 单位 向量 ,有 如 一 0 成立, 从 
而 0, [是 常 问 量 ， 在 这 种 情况 , 芒 是 往 面 ， 
(2) ZLxZz0 首先 ,我 们 作 和 参数 变换 ， 将 方程 人 2. 罗 换 成 


S. Td) se), 《2 .5) 
让 中 向 量 请 数 800 满足 条 件 
bE-0, 2. 


中 名 CD) Li， 事实 上 , 只 要 仿 
B00 =U + pt ， 


= 站 总 > 


al 
ii 
以 及 参数 变 久 


村 一共 
{ge 


方程 @. 光 就 变 成 (2.5), B14 
从 图 2-37 可 看 出 ,整个 变换 
过 程 不 过 是 把 直 丝 面 & 的 准 线 
-alw 换 成 5=68(wW), 以 让 新 
图 2727 的 淮 线 满足 条 件 信 .人 6)， 
在 新 参数 (x 5) 下, 按照 迪 . 本 表示 的 旧 天 方 为 可 展 的 条 
件 变 为 


鞭 中 商 数 (一 一 


人 


(BL)-o. (人 ,站 

现在 再 细 分 两 种 情况 来 虱 察 ， 

Ci) x0 条 件 外.7) 赤 明王 向 量 记 三 闪 面 . 由 条 
件 (2.6) 知 直 | 7 且 单 位 向 最 z2 因此 zy/ 记 即 直 纹 面 二 
的 母线 是 五 揭 切线 , 因此 , 8 是 切线 而 ， 准 线 六 一 5( 四 就 是 它 
的 峭 线 ， 

《1) 镍 =0 此 时 五 为 常 自 量 , 准 线 退 缩 成 一 点 , 因此 ,8 
是 锥 面 .了 


习 题 四 


二 ， 证 本 干 列 曲 壮 是 非 可 展 的 站 纹 面 : 
台山 抛物 面 一 ja 一 2， 
C2 正 曝 下 了 一 人 cos， rainw, De ， 
3. 证 明 则 而 > 一 公 十 过， De uty, wt 二 记忆 oj 是 可 展 申 而 
3。 证 明基 看 rr 一 {co8v 一 (二 Dv nt (Wf 5cosv, w+2ul 是 


-4 + 


号 图 柱 央 厂 + 一 fore sn ef 第 基线 欧 而 . 
纯 ， 一 条 轴线 的 上 记 :生生 成 瑟 吉 纹 痢 分 划 称 为 主 法 线 曲 面 


利 凑 法 线 由 面 。 这 


by 二 法 线 遇 后 尽 正 填 面 ; 
:中 直 而 部 全 于 本 区 的 直 绞 


让 


基层 的 线 面 为 号 ， 试 证 朋 : 总 说 着 


号 .人 小 结 
一 、 直 六 面 
外 一 族 诅 钱 组 成 的 曲调 称 为 直人 约 面 , 方 狼 是 


Fe). 


二 、 可 展 曲 面 

可 殿 昌 闸 是 一 种 特 葡 的 三 纹 历 ， 首 曲面 论 中 有 着 理论 和 
应 用 框 方便 移 从 入 。， 下 列 册 个 互相 等 价 的 条 件 ， 每 一 个 都 可 
作为 可 展 由 而 前 算 光 ， 

给养 左 理 线 , 切 衬 所 者 相亲 的 直 纹 面 ; 

fk2) 单 参数 平面 族 的 也 络 曾 ; 

3) 满足 条 件 (GE 工 站 -0 的 直 纹 面 ; 

(4) 桩 面 . 锻 硬 和 切线 面 的 全 体 ， 

在 本 章 利 七 节 和 第 用 和， 我 们 还 要 给 出 可 展 曲 面 的 两 个 


- 等 价 条 件 . 


第 三 节目 曾 的 第 一 基本 形式 
和 第 二 基本 形式 
全 ,1 第 一 基本 形式 


设 结 定 的 曙 闻 起 
让 1 和 + 


SB, For 和 了 
如 前 打 述 , 5 上 的 曲线 避 是 由 参数 方程 
{= tt) 
T= 
表示 的 ，C 的 回 基 方程 六 
OO, =, rn) (aft, 
其 上 得 出 妇 在 呈 点 的 切 癌 莽 为 


[ac 


dr dp A 
Bd 
有 时 , 把 它 写成 微分 形式 


QF = Pudi Po dy, 
设 是 曲 缓 己 的 弧 长 ， 杠 据 第 一 章 中 的 (3.2 式 ,得 号 一 
lar|, 因此 
ds dF = (Fudd rT, do 
Pdarer,.dudvi+ Fd, 
如 果 记 


E=r:, F=fr,, GQG=r, (383.1) 
便 有 
ds = Rd- oF dado dv {8 .2) 


《3 .外 的 帮 边 是 关于 微分 必 和 av 的 二 次 形式 , 通称 曲面 
的 第 一 基本 形式 ,或 者 曲面 的 线索, 有 了 时 用 1 简 记 它 。 二 次 形 
式 的 系数 五 .五 . 拖 是 2 的 图 数 , 称 汶 曲面 的 落 一 基本 量 。 
由 (3.1) 式 可 见 


Eri~0, 他 一 下 人 
5 五 | or LU 和 Ci 
ne ET Fr C0, 
这 表明 了 第 一 基本 形式 是 正定 的 .通常 把 二 次 形式 的 系数 行 
列 式 写作 5 


gq— 下 {3.3) 

第 一 基本 形式 从 定义 看 ， 厅 但 给 出 了 此 面 上 此 线 弧 长 的 

度量 ， 并 瑟 用 第 一 基本 兴 还 可 以 囊 示 曲面 上 两 条 曲线 的 交角 
及 面积 元 素 . 


号 .号 ” 强 长 .角度 .面积 


人 弧 长 dl 的 弧 长 
起 中 [Le， 中 是 多 雪 f 的 区 间 ， 

人 2) 角度 设 在 和 曲 谢 & 上 给 
定 两 条 相 诡 于 卫 忆 区 点 啊 肝 线 
品种 CO 它们 在 曲面 上 的 参数 方 
程 分 别 汐 


和， 一 
人 
和 人 在 交点 了 tx, 本 处 的 切 向 量 为 


dT ca tu 
二 Tu 十 全 一 s 
tT 1 F 
ot ot . 0 (9.5) 
oar” ete wi: 


本 
都 落 看 切 平 烟 工 ” 上 区 2-28;. 
曲线 口 和 位 在 了 点 的 变 前 就 是 口 和 全 在 卫 点 的 两 切 
线 之 间 的 夹 角 8 为 了 下 水 虽 - 辐 中 的 其 个 不 同方 向 , 我 们 不 
妨 用 下 列 催 个 微分 形式 ， 
OF = de ed, (3.6) 
SF -Tu Su Fe 
从 此 得 出 


= 187* 


QF HF 
Tariierl 


Baudut Fd ditav Sr) 十 Gon Bu 


VE Ca 二 个 全 vB Se- Oe | 


cos = 


3.7) 
这 两 个 转向 明 WT 与 SY 生生 的 条件 臣 UF*5 了 一 0， 即 
Eaueur Est dv du iG dr d= 0., (3.8) 


特别 , 当 C 和 0 分别 是 纪 脂 线 各 有 晶 线 时 ,方向 数 可 取 成 
OC, tu=i, dv=0, 
OO Hall, Hv=1, 

将 圭 述 方向 数 代 入 C3. 如 ,全 硅 轩 条 标 下 线 的 交角 公式 


过 (3.9) 


CO8 A 一 
ver 


由 此 导出 

命题 ”曲面 的 弄 标 网 为 玉 训 的 充 避 条 作 是 玉 =0. 

在 此 顷 全 指出 正 交 轩 线 的 存在 性 作为 命题 的 一 个 应 用 ，, 

一 般 地 ， 曲 闸 上 的 曲线 是 六 参数 方程 =u( 引 ,， 2 二 2 人 从 
农 示 的 ， 但 也 可 表示 成 -wf 或 #4 一 由 或 f(y 一 0, 

有 时 ,我们 用 常 微分 方程 

a Dawu-btu, rAdv -0 3.10) 

起 示 曲面 上 的 一 旗 曲 线 拨 。 这 各 赤 示 的 会 意 是 , 方程 (3.10) 
的 通 解 为 


Ft, 站 二 局 [| (8.11Y 
局 是 积分 常数 . 每 取 定 一 个 局 本 沉 对 应 工 则 而 上 的 一 条 由 
线 ， 二 代 江 是 半 寺 一 污 册 弘 , 记 成 时。 


老 昌 而 [本 妇 用 一 族 上 电线 se we 下 得 一 条 直线 与 入 中 你 
六 一 条 级 正 交 ， 刚 称 Mt* 吕 册 线 族 站 的 正文 坟 避 线 族 。 从 
(3 .10 得 知 


= 各 * 


区- 
把 这 关系 式 代 入 人 二. 急 中 . 后 下 得 
《可 站 一 本 人 

这 就 是 正 奖 轨 线 族 并 的 向 分 方程 ， 因 此 , 正 交 轴线 族 一 般 是 
唯一 存在 的 ， 

(3) 画 积 

设 罗 是 曲面 入 的 一 个 区 域 , 下 面 求 多 的 面积 ， 区 域 多 
袁 示 如 下 ， 


一 人 
本 


人 
首先 ， 我 们 用 誉 标 曲线 将 罗 痢 分 成 许多 小 大 曲 边 四 边 
形 . 设 4 多 是 其 中 任意 一 据 , 它 的 四 个 前 点 为 
入 人 
将 连接 相 邻 两 个 角 点 的 问 天 两 数 展 并 为 各 或 的 条 级 数 : 


他人 
Fa, +d Fu, £1 Todi, 
省 略 部 分 是 关于 dx 


9] 


负 = 临 


和 42 的 一 阶 以 芋 的 
小 登 , 设 以 网 最 FA 
和 vd 为 两 邻 边 的 
平行 四 边 形 的 桓 积 是 5s 
44, 那 末 , 它 通 近 4 
的 面积 (图 2-20). 从 图 2 中 


Ad = | 加 x ol A dy 
次 易 导 致 申 面 总 在 区 成 汉中 的 面积 所 素 
dd= px du = vv EG— Edudy, 


* 全 弓 史 。 


于 是 ,区 战 儿 的 面 税 是 
生 == (Iv EG — Favay. 


DD 


如 果 在 上 而 如 上 选取 了 两 种 泽 标 网 人 和 (， 
们 之 词 的 变换 关系 式 是 


本 
居 . 


= HE, 
Be 


(8.12) 


VD)， 它 


设 & 在 忆 , 四 和 Gi, 加 两 科举 标 网 下 的 第 一 臣 本 量 分 别 
为 吾 盏 .从 和 再 刺 、 下 利用 
Ou 如 3 
= 一 一 十 入 一 一 
| 已 于 Ou 
pp or 
成 二 Wid 和 ”7 
醋 以 获得 下 列 变换 式 ， 
{B=rars EO. 人 Or 让 
15 En Bid du Bu 
人 
Ou Bu 
{i Ou Bu , (人 2 .2 
A on Bar Br A fpr. (3.13) 
J 
i Ou Oy 
| 5- Tops Ou Ou 过 Or Ed 2 
an Bp dn du Eu Ov 
-4 BE Or 
OP OB 
从 此 可 见 , 面积 元 素 的 变换 关系 式 为 ， 
再 全 一 而， 


* 17O = 


引 亚 五 


- 求 下 列 各 曲 面 负 第 一 基 林 形式 ， 
CQ) 贺 术 广 


r= resu, Tainu, 性 
《2) 辣 锥 面 
r= on, Can, coe}s 
“3 曝 优 而 


r= {fi rorw, Fussint, go) tou); 


(4) 县 链 旺 
六 一 fe eh 工 pos ,hh 2 Bin t, 中 
位 齐 
《5) 伪 球 而 
”二 {asin vOSH, IA BI, 一 a(cosotintg 各 用; 
(6) 说 转 棋 贺 师 
于 一 | 人 BOE 和 na 有 nonspaung, cingp}s 
《7 单 全 让 时 而 
richacosr, oh wanr, 寺中 人 
(8) 汉 吐 双 曲 茵 


r= {ohnu, Osucos vu, bshwen ots 


《9) 椭 加 抛物 语 ， 
or 
C40) 双 曲 抛物 面 


rialirt), bu—0), Dav}s 


《11) 辟 锥 曲 闸 
和 
(12) sf (lx, y); 
13) 柱 山 F 二 80CD 二 2 为 弟 往 党 阅 量 
24) 锥 江 二 三 二 2 六 ! 品 量 话 数 ); 
《区 切线 面 了 = 的 二 史记 六 共 线 一 gD 的 缀 长 驹 数 ); 


st Fi 


{46) 球面 f= 二 人 GOs pe sop nn rnp; 
C7 下 妊 轴 reosy, De tri; 
ft 旋转 侧 fr 一 {cosg, 了 Sv, gy; 
(9 SET Te BR ont, Ui os riany, Fanv}, 
2， 已 加 | 曲 证 | 人 多 第 一 亲本 形 访 汶 
全 一 
求 呈 上 的 曲线 已， 站 一 训 了 = 二 的 弧 长 . 
3. 已 知 曲面 8 的 第 -一 基本 形式 汶 
ds tt vs 
求 仿 上 的 两 各 曲线 2， 一 和 9， 9=0 宪 点 怕 , 交 的 变 


当 曲 面 的 方程 为 # 一 了 tw 坊 时 ; 求 共 面积 公式 ， 
5， 求 环 耐 
r= roos oY, Wi Feo any, resint} 
的 总 面 济 1 


尘 
长 


如 ,3 第 二 基本 形式 

为 了 研究 册 丁 人 在 空间 的 请 况 ， 这 里 有 必要 引进 另 一 个 赃 
分 形式 ， 

设 曲 面 避 在 点 已 区 的 切 平面 为 外 bp, 单位 法 间 
址 为 4 我 们 计算 卫 的 
一 个 邻近 扎 印 亿 十 各 9 二 <) 
世 xz 有 疝 的 于 直 丰 高 5 图 
2-30). | 
人 控 晤 泰 辑 公式 展开 , 得 
Pea=F ul 2 vd) 一 六 人 

一 Pu cy- Fy dy 


了 A ; 
十 豆 Ls CA) 2F ur A 人 de 


* YR 


趟 由 巴 略 去 头 本 和 | 二 阶 惧 上 小 量 的 部 分 ,于 十 
2. PH 


1 ， a 
人 可 -rev ¥ “天 (人 i 1 2 


或 者 写成 
2 LO A Nd 3.14) 
将 式 中 的 过 型 、 交 分 别 记 力 : 
了 一 《号 ,各 
有 疝 障 次 距 岗 有 相符 昂 了 国 面 在。 P 点 邻近 的 弯 朋 
方向 ， 荐 sr0， 让 入 就 党 在 切 平 而 了 的 顺 普 法 向 量 玫 网 一 
加 人 删 ， 藻 $<0,， 则 落 在 只 -一 请 . 六 的 绝对 值 册 反映 有 曲面 在 卫 点 
邻近 的 写 则 程 座 ， 启 当 注 意 ， 对 计 一 个 硬 定 点 了 Go 有 以 
翰 于 方向 数 (dv, 247). 
- 0 二 晓 丰 于 点 息 莘 近 于 点 卫 时 ， 我 们 称 238 
欧 主 要 部 分 由 下列 一 次 定 分 形式 尺 曲面 的 第 二 基本 形 寂 ; 
- T= La -3Ha a tN da, 
二 、 开 、 六 称 为 曲面 前 第 二 茶 本 重 ， 
利用 单位 法 向 量 恕 的 表示 式 忆 , 国 来 表达 第 二 基本 量 ， 
大 (3.15) 和 (3.3) 可 得 到 


L= 【入 了 ， 久 : 本 条 . : 六， Fo T= (Fo, 有 各 
VE 下 
(3.16) 


二 基本 生还 可 以 冉 成 
也 一 
{ 人 .177 
这 样 一 米 ,第 二 上 引 林 形式 
| JI=: Le 2 dvd | MN a 
Ty Td Wad Rd = Pdn, (3.18) 


s 13. 


事实 寺 ， 我 们 有 只 要 对 关系 式 了 有 一 0 和 ?7 一 0 的 两 这 


甘于 从 虽 求 时 
pnd pd 0 
PF, FR 0, 
便 得 到 (3.17) 江 ， 
【 例 臣 求 旋转 而 
T={fivicosu, firjsiny, gu)y 
的 第 二 基本 形式 . 
解 ， 从 Fo osu, —f siny. O07, 
Ff sin vu, Fccsu, 0}, 
P= {fF 08, fF Binat, YT}, 


和 单位 法 铅 基 


R= RT TF cos 9 sin tf， 一 产 }， 
容易 得 到 pp 
vt 
一 Yi 一 人 


和 -rs 有 = 过 一 9 


站 
a 着 8 


式 中 ,了 = 冲 ，f" 一 了 后, 等 等 


Ov 


f 例 凡 求 直 纹 夯 


r= tt 


的 第 二 基本 形式 . 

解 ， 从 = 二 
ro 
和 

入 单位 法 向 世 


和 


Dx 
1 tat 当量 1 
区 (的 
得 到 = Gob) cl) 
aD 
tar oi x 
N-0, 


EE 


2 


习 是 六 
灌 下 列 各 曲面 的 第 二 本 带 式 : 
中》 网 柱 耐 reosw, dDn, (}; 
(2) 球面 r= 人 feosgooad, denpand, osn wp}; 
3) 下 里 面 x 二 yoosu, tel, but; 


4) 县 链 面 一 和 es | ch si 和 二 


(6) 环 耐 f= 和 {runic Cir ain ue, eno: 
必 ) 驱 曲 抠 炉 而 一 人 下 
OT) 3 一 5， 9 ， 


妃 . 和 小 结 


于 面 池 一 汪 0 2 的 第 -基本 形式 和 第 二 基本 形式 是 最 
重要 的 两 个 微分 形式 . 

第 一 基本 形式 

-= 百名 有 十 全 站 十 人 

式 中 B= F=FeF, Gps, 
囊 示 三 个 第 一 基本 蜂 ， 

它 的 几何 意 疼 基 旧 而 上 一 条 有 曲线 的 弧 蕉 微分 的 平方 恬 
用 第 一 基本 量 可 表示 曲 徊 二 曲线 的 强 长 、 两 条 曲线 间 的 夹 角 
及 则 面 面 积 ， 


了 区， 


第 二 基本 形式 
tt= Lad -oN dant Na, 
式 中 L—=FuR, HF, = 
表示 三 个 第 二 基本 亚 , 
第 二 基本 形式 天 了 示 曲 闸 在 空间 的 局 部 迟 况 ， 和 包括 它 在 
其 一 点 附近 弯曲 的 方向 和 大小 .其 详细 请 涪 在 下 一 节 氢 
述 ， 


第 四 下 面 的 法 曲率 


拖拉 礼 幸 引 异 在 田地 里 开动 , 翻 起 的 土 块 似 阵 阵 的 波浪 . 
举 记 阻力 的 大 小 及 入土 利 覆 次 性 能 的 
好 坏 , 者 决定 二 型 面 的 形状 . 农具 设计 
中 的 一 个 重要 问题 就 是 如 何 选 好 型 面 
形状 ， 为 了 研究 魏 面 形状 同 阻力 和 收 
能 之 加 的 关系 ， 人 们 有 必 妈 考察 微小 
十 粒 沿 状 人 音 面 运动 的 轨迹 CC 图 2-31) 
及 微粒 运动 的 动力 学 性 质 ， 被 粒 的 单 
位 速度 各 量 , 就 是 曲线 口 的 单位 切 向 量 于 微粒 的 加 速度 疝 
量 ,， 取决 于 曲线 0 的 脂 率 向 服 和 N( 见 第 一 章 3.8 段 的 人 枫 滑 ， 
如 果品 是 一 条 空间 下 线 ， 问题 在 上 一 沁 已 经 解决 了 ， 现 在 的 
情况 不 同 ， 些 缉 它 被 限制 在 昌 曾 上， 因此 , G 的 曲率 山 量 泡 
颖 要 依赖 于 曲面 的 第 一 和 第 二 其 冰 形 趟 . 

在 本 节 ， 我 们 将 利用 第 一 有 第 二 基本 形式 洲 措 述 曲 面目 
线 的 时 率 向 莽 等 几何 荐 。 反 过 来 ,借助 于 虽 塞 册 线 的 曲率 性 
质 ， 引 进 晶 面 的 法 外 率 概 念 ， 进 而 研究 旧 面 自身 的 儿 何 性 
质 ， 


s 47， 


图 2-31 


人 .1 法 曲率 
设 则 而 人 S 的 方程 党 


二 由) ， 
而 且 过 点 也 让 的 册 面 明 线 的 参数 方程 汶 
(人 
式 中 开 未 已 的 弧 长 ， 昌 未 巴 的 向 世 方 程 是 
OO Ps), wg), 
设 如 在 卫 点 的 音信 法 向 蕊 为 有 2, 志平 画 为 Yp; CC 在 也 
点 的 曲率 为 ,单位 切 向 已 和 主 法 身 域 芬 别 为 慎 和 各， 因为 
局 在 卫 点 的 曲率 商 世 


EN= ST (4.1) 
cs” 


各 作者 和 全 垂 二 ,所 以 我 们 可 把 前 省 小 著 项 面 的 法 线 方向 名 
利 切 平 硬 a 上 于 的 王 旧 方 奋 分 解 成 是 部 分 ， 
kMN-: ptt, {4.2) 
其 中 平行 于 姓 , 侧 且 fT 在 Tp 上 着 活 直 于 了 pz 和 #5 分 别称 
为 昌 弘 口 在 忆 点 的 法 曲率 向 量 和 测 地 曲率 向 量 (图 2-33)， 
由 于 
viR, ri Rx TY, 


人 (4.3) SY fy 


t=Ek Rx TY), 已 一 一 一 | 
ks 利和 称 为 曲线 口 在 卫 点 
的 法 曲率 和 和 测 地 内 率 ， 它 们 图 和 
和 分 蜀 表示 和 摧 量 利 的 有 癌 长 诬 . 
设 加 与 九 的 垃 前 为 和 从 图 2-32 可 看 电 下 面 的 关系 式 ， 


a 777» 


入 


让 {和 .和 4) 
Ry i, (4.5) 
Pe 一 {4.6) 
我 们 在 本 节 只 讨论 法 曲率 ， 而 把 测 地 上 曲率 的 讨论 放 在 第 
六 节 中 . 
为 了 计算 法 草率 加 的 类 未 式 ， 从 而 前 明 它 的 几何 意义 ， 
我 们 在 性 , 轨 的 第 一 式 两 边 点 习 妈 ,并 联系 地 .2 纺 租 性. 巧 ， 便 
有 


bp (EN I REN A Sh. 


由 于 盟 面 曲线 C 的 切 向 直人 和 曲面 的 法 向 车 翡 直 ， 所 


以 
ar -一 0. 
ds 
将 上 式 的 两 边 对 s 求 导 ,并 简 用 个 .18) 式 ,得 
or .1 dr dn_ 好 :和 _ 1 
cts” Us ds | das 了 
式 中 , 工 和 I 如 前 分 别 表 示 第 一 和 第 二 基本 形式 ， 
这 样 ,得 上 
ba (4.7) 
即 


了 十 二 
A Boeior dudvtt ov (4.8) 


{4.8) 直 明了 疝 曾 在 卫 点 的 法 曲率 除了 犁 囊 在 点 了 P(w, vw) 
的 第 一 .他 二 基本 其 五 , ,他 和 工 . 寻 、W 村 ,和 仅仅 根 束 于 电 
线 口 在 卫 点 简 切 向 喇 咯 的 方 辐 ud， 

两 条 齐 久 于 卫 点 区 上 出面 趾 线 避 和 0s 有 同一 其 方向 


‘Ps 


,所 以 和 和 人 她 在 所 下 的 法 遇 窗 衫 等 ， 因 此 , 今后 称 总 为 
星 面 在 三 点 洛 切 方 尖 de 的 法 曲 洱 ， 
在 忆 点 ,有 昌 面 访 的 切线 dr 和 和 法门 世 旭 决定 则 面 的 法 平 
高 二， 与 5 的 截 级 口 称 为 8S 在 卫 点 沿 这 切线 呈 的 法 堆 
线 (图 2-33)， 汐 为 口 太 卫 点 的 曲率 半 最 平行 于 到 它 的 则 
率 等 寺 相 应 法 曲率 ， 于 是 得 到 法 申 津 的 儿 何 意义 ; 
性 质 ” 曲 曾 在 一 点 沿 一 菇 切线 的 法 曲率 等 于 沿 同 一 切线 
的 法 截 线 的 曲率 . 
I 


nn 
| gy 


-98 图 -3 
在 了 点 ,过 固定 的 切线 ar 作 平面 与 上 出面 烛 交 , 设 其 交 线 
在 卫 点 的 密切 贺 的 半径 为 ,曲率 向 量 NN 与 R 交 于 pp 角 ， 
记 放 喇 的 法 规 线 的 曲率 半径 为 BR, 从 而 法 则 率 和 交 线 的 上 曲 
率 分 别 为 


1 I 
| km 


于 是 过 , 邹 式 成 为 (图 23 二 ) 
R= Beonp, 
上 式 的 几何 表述 就 是 
梅 足 埃 (Meusnie7) 定 理 寂 草 面 上 的 一 点 卫 引 一 定 切 
线 dr， 几 过 的 平 加 与 犁 画 的 交 谎 ， 在 点 卫 的 密 馈 图 白 述 
为 一 球面 ， 
我 们 固定 了 点 而 变动 切线 方 矶 加 时 ， 检 查 对 应 的 一 族 


= 179* 


法 截 线 的 弯曲 变化 情况 , 即 答 刘 法 曲 府 和 随 a7 的 变化 , 便 事 
了 解 昌 面 在 卫 点 的 弯曲 情况 1 图 2-35)。 这 就 是 下 一 段 讨论 
的 内 容 . 


生 . 写 主 曲率 和 主 方 向 


人 魏 基 人 姻 吞 变 措 厂 有 面 全 在 已 点 的 单位 法 测量 引 
注 足 关系 式 
nd = 0, 
这 太 是 说 , dE Tp, 芭 和 和 汪 p. 
定义 ” 设 切 平面 了。 上 上 的 和 袋 作 变换 本 是 这 样 一 个 对 切 
呵 基 的 线性 变换 , 使 得 
WP) = 一天， ro 一 一 理 \， (4.9) 
风 称 人 VF 沪 稳 因 你 委 CWeinizartnn}) 灾 搁 , 简称 信 变换 , 
由 于 Tp 二 的 册 蕊 
UPd Fad R= yt rT hs dr, 


我 们 得 出 一 个 和 (4.9) 等 价 的 方程 组 


Hr) = —an. (4.10) 
所 以 , 第 二 基本 形式 可 以 按照 lr 变换 被 写成 


II=dy Tezr)， (4.11) 
于 是 地. 人 全 可 写成 : 


dr dr 
bn (和 .+ 


根据 好 .全 式 .1 的 第 一 式 又 机 改写 为 下 烈 形式， 
. 人 
末 为 训 是 线 企 变 搞 , 所 以 对 于 全 ;上 任意 二 击 其 Qf 与 加 必 
须 有 关系 
Ur BP) — Hr) Or 


s EQ 


成 立 ， 棚 描 钱 件 代 数 的 姑 具 ， 开 式 表明 刺 古 汪 上 上 甘 志 向量 
内 积 的 对 义 变 损 , 语 昌吉 秆 宅 换 到 必 宿 商 个 实 转 征 值 各、 各 ， 
荐 可 选 玻 3 谨 的 各 入 向 出 ev eB 为 单位 正 架 向量 ( 人 参见 本 从 


BB# 疝 等 代数 2 .4857，1i, 村 工 
Wey) = he. 
| i .13) 
WW ie ~ hes, 
式 中 ， 人 一 人 650 
(2) 欧 拉 公式 当 我 们 亚 取 千古 加 
最 ei、ea 作为 了 的 相 上 时，7z 天 向 任 本 


一 商量 轩 便 可 释 厂 下 避 洒 起 cd 2-36) 
TT- ou E+ Sin Hes, 
共 中 800 吉 Fi 丰 以 8; 到 加 的 夹 骨 . 
答 过 于 变换 ， 于 器 忆 
WT) or en) + sin dW es) 
< 下 CU 站 二 下 Sin 站 人 ea。 
可 是 按 民法 周 ; 津 公式 过 ， la 
ko = TH COT) 
IT 


= (cog es sin er) * (hicos Ge kasindes), 


即 
和 (4.14) 
这 就 是 基于 法 机 误 的 欧 技 ;Enter 公式 ， 
在 欧 朱 公式 中 ， 特 河 孔 8 一 0 省- 豆 ; 对 应 的 法 曲率 为 训 
和 各， 从 图 236 得 若 ， 对 应 的 如 问 习 是 人 = ea 和 Bx， 这 就 
是 滋 ,， 和 下 分 别 丰 可 这 于 竺 征 产 向 B&B 和 的 法 曲率 ，, 
(3) 主 曲 这 相 上 再 广 本 在 国 泪 点 凸 , 法 曲 开 司 古 雪线 六 
向 的 渔 数 ， 这 在 欧 拉 公式 中 额 直 为 6 的 画 数 形 栋 ， 下 面 讨论 


+ 81. 


fa 在 什么 方 癌 上 达到 极 俩 ， 
萌 先 , 当 下 天 襄 了 时 ,不 六 委 定 各 和， 将 导 . 芭 改写 成 
站 一 
由 此 可 见 , 半生 0 时， 各 下 晤 小 从 各 ; 当 0= 守 时， 后 到 最 
大 值 名， 这 样 , 便 得 到 

定理 对 应 于 有 变换 的 一 特征 方向 的 法 些 举 分 蓝 取 最 
小 值 和 最 太 值 ， 

特征 方向 ei 和 es 称 为 主 方向 ,对 应 的 法 曲率 二 和 称 
为 主 曲率 ， 

在 忆 点 ,如 果 二 一 在 ， 刚 由 欧 拉 公 式 可 启 , 任何 方向 的 法 
曲率 都 相等 。 这 村, 卫 点 称 汶 出面 的 脐 点 ， 在 脐 点 ， 主 方向 
变 为 不 定 ， 从 几何 衣 度 看 ,此 全 在 脏 点 是 各 向 钧 名 弯曲 的 ， 

若 一 个 曲面 的 每 个 点 都 是 脐 点 ， 则 称 沪 全 脐 点 曲面 ， 在 
后 而 第 从 节 中 要 证 明 , 人 金 脐 点 由 年 必 为 球 病 或 平面 ， 

在 脐 点 ,对 于 任意 方向 数 ec:ez 的 法 曲率 如 等 于 常数 p， 
有 从 好 .8) 式 得 出 

《pe 二 (一 BJC， 
所 以 
污 一 节 一 节 . {6,165) 


入 .号 高 斯 曲率 和 平均 曲率 


(1) 主 曲率 ”按照 定义 , 主 曲率 加、 和 a 是 到 变换 的 两 个 
特征 值 。 现 在 我 们 来 求 高 和 六 ,也 就 是 求 特征 方程 
We) 一 Xe (4.16) 
前 特征 值 ， 可 是 e 一 Fuddti Pudiy, 
We)=W order HW roids — nd Rad, 
1B 


所 以 (16) 变 为 
— fad- de NP Pr), 
在 上 式 两 过 分 别 点 蒋 向 量 fv 各， 出 得 到 一 组 与 (4.16) 等 
价 的 数 革 方程 
|a ax 十 法 2 一 和 7 人 dr)=0 (4.17) 
CMAaut- Na du Ga =0 
或 者 写成 
Lp CM i dy 
| aE et Yay : 2 (4.18) 
CM dt tN ed 0 , 
[LR MAF 
MF NG | 


因此 ， 一 小 
即 
CHG— FO TL 2M VE LN MY 0. 
(4.19) 
它 的 两 全 和 根 铝 、 辣 工时 逢 人 ; 图 王 虽 浴 ， 
定 沈 设 曲 面前 宇 由 凑 闻 站 、 辣 ， 
下 -- po {4,20) 
3 ki hs) C4,21) 
分 别称 为 高 斯 (Gaus3i 曲率 和 平均 曲率 ， 
有 从 二 次 方程 的 根 与 未 数 前 关系 可 导出 


ii 


,了 
kK 和， (4.29) 
Hf oo HA 一 2YHF-- 启 E (4 , 23) 


2 

这 样 主 晶 举 方 程 (4. | 
— 231+ {4.24) 
各 条 在 六 个 于 而 上 六 = 六 则 有 为 常 肌 率 酚 面 ， 


特别 是 ， 当 沪 是 可 展 由 而 时 ,太一 90， =9 的 邮 面 称 为 极 小 
曲面 这 些 剖 是 特殊 曲 兽 ， 古 丘 疝 第 碎 节 中 要 对 它们 作 专 站 
讨论 ， | 

C2》 崩 醒 在 贰 -- 旧 邻 近 的 箭 构 我 们 在 3.4 段 已 经 讨论 
了 由 语 硒 号 点 的 邻近 点 总 到 动 平 而 了 的 有 加 十 真 距 离 5 
而 且 从 此 导出 了 第 二 基本 形式 ， 下 而 按照 高 斯 曲 兴 起 的 符 
扎 来 研 完 上 曲面 在 其 一 点 邻近 的 结构 . | 

0 下 0 这 时 ,了 点 称 为 浊 国 点 ， 士 由 率 且 与 入 问 
符号 ， 比方 说 ， 如 全 生计 0。， 因为 吉大 起 法 图 淮 二 的 极 值 ， 
所 以 二 所 并 谤 三, 便 有 和 0， 从 而 80， 这 表明 了 曲面 在 卫 
点 邻近 朝 有 的 正方 向 窒 昌 . 二 点 网 叙 近 曲面 掺 是 本 的 (图 
3-837)， 相 反 , 当 机 < 和 0 了 肝 , 弯曲 前 方向 也 租 反 , 但 这 赐 面 
英 还 是 凸 的 . 


多 2 38 2-_88 


CD 下 <0 这 时 ,了 点 称 汶 双 册 点 ， 主 曲率 如 与 加 下 
负 想 上 友 ， 比 方 说 ， 假定 如 沁 0， 国 和 之 0， 滥 茹 线 方向 痊 涝 时 ， 
法 古迹 和 从 页 连续 变化 齐 fo 是 变 号 的 ， 从 欧 拉 公 式 算 
出 高 一 0 所 允 应 的 切 钱 方向 为 


加 FR 
0= 十 arc tg VE 
法 卓 训 为 过 的 方 疝 古 短 渐 近 方向 。 图 338 通 出 了 切 平 
而 上 网 主 方 问 el、e@a 以 及 对 应 :下 


» B44 


i 


i Hy 
下 -Te ty ¥ EE Haare te 一 -一 


的 两 条 流 近 方向 ， 客 佣 抬 车 科 是 条 语 四 个 区 域 ， 在 两 信里 正 
中 ,人 B00 在于 作证 人 
”由 这 , 我们 你 能 条 各 而 调 访 在 请 点 邻近 芍 图 撒 ， 地 面 沿 
两 个 主 方向 的 小 蕉 线 和 语音 划 反 广 问答 闻 ， 称 为 头面 (图 
2-39), 

当 本 二 各 ow 时 销 这 得 奖 位 ， 

(i 下 一 这 时 ,天 点 称 济 抛 萄 点 , 注 有 党 本 与 a 中 
至 少 有 一 个 为 零 , 不 好 设 站 0， 本 六 0 

洒 三 过 0 上 时， 除了 了 ea 方向 外 ,0 图 汪 40 画 出 三 种 
下 型 的 曲面 络 攻 ， 基 下 6 是 抛 物 桩 1 的 和 (都 是 旋转 晶 
谢 , (的 的 生成 曲线 是 2: 如 ,加 再 及 黑 加 《的 生成 秆 线 是 
一 一 入， 旋转 轴 是 C 于 Im 上 的 直线 一 一 二， 

图 中 , 只 在 曲 面 (2 号 冯 于 目 的 ， 


二 ES * 


在 呈 点 , 刘 果 下 = 一 如 一 0 则 卫 称 为 单 喜 ， 这 时 ， 曲 面 在 
卫 点 邻近 可 能 有 复杂 的 第 构 ( 见 例 2)， 

在 这 里 只 讨论 了 曲面 六 孤立 的 池 牺 点 ， 在 全 部 由 抛物 点 
组 成 的 姥 而 .E, 五 二 0。 在 后 面 8.3 段 我 们 要 证 明 , 这 种 曲面 
炉 定 是 可 展 曲 面 . 

综 上 所 述 , 我 们 已 经 按照 高 斯 曲率 五 的 符号 , 把 曲 商 上 
的 点 分 成 氟 圆 点 、 汉 曲 点 和 抛物 点 三 类 ,并 且 给 出 曲面 在 拇 一 
点 邻近 的 结构 形态 , 如 下 表 : 


遍 斯 此 六 并 | 点 加 曲面 在 卫 点 埋 近 的 形状 


凸 时 而 


当 对 朝 古山 交点 作出 分 此 时 ， 杰 判别 天 的 符号 ， 直 于 
: 一 上 ~0, 只 需 判 基 
六 一 让? 的 符号 ， 

在 飞机 上 外形 设 计 工 
作 中 ， 飞 机 机 身 的 极 大 
部 分 都 是 凸 曲 而 片 ， 为 
了 保证 曲 商 的 号 性 ， 设 
斯 出 率 下, 并 设法 伍 牙 
恒 为 正 ， 假 即 在 部 分 区 
域 中 站 <0, 右 伙 对 这 
执 区 咸 作 启 部 修改 ， 直 
浏 达 到 上 的 为 正 ， 


* 1EB 


对 十 下 变 号 前 蝎 所 片 来 说 ， 在 五 的 变 号 区 域 的 交界 线 
上 萎 一 0， 就 大 说 ,交界 线 余 部 由 抛物 点 组 成 ， 称 次 抛 将 曲 
线 。 具 要 把 曲面 上 的 执 物 曲线 全 部 标示 清楚 ， 上 曲面 上 应 的 部 
分 和 鞍 面 部 分 也 就 被 区 分 开 米 . 

著名 数学 家 克 荣 央 ( 了 Klein) 兽 用 抛物 曲线 作 过 一 项 有 
趣 的 研究 ， 他 把 富有 高 庶 古 典 美 的 阿波 罗 塑 像 ( 图 2-40 作 
为 一 张 复 杂 曲 商 , 标 出 册 闸 上 所 有 的 抛物 曲线 , 试图 验证 他 提 
出 的 关于 雕塑 的 艺术 美 应 当 满 足 菜 种 数学 关系 式 的 假说 . 伺 
全 的 是 , 那些 标 册 的 昌 线 婚 没 有 简单 的 形状 , 也 没有 可 以 识别 
的 规律 性 ， 尽 管 如 此 , 克 莱 因 的 探索 精神 和 研究 方法 , 仍然 是 
值得 人 们 借鉴 欧 . 


性 .和 时 曲率 线 


在 着 重 介绍 此 面 的 主 曲 率 有 美的 几何 量 和 几何 性 质 之 
后 ,现在 转 到 一 些 和 主 方 站 大 关 的 问题 的 讨论 ， 
定义 ” 当 一 条 曲面 曲线 在 每 点 的 切线 方向 是 曲面 的 主 方 
向 时 , 称 它 为 曲面 移 曲 率 线 . 
换言之 , 晶 率 钱 是 曲面 的 主 方向 场 鬼 积分 曲线 ， 
由 于 则 面 在 每 点 有 商人 个 互相 垂直 的 主 方向 ， 所 以 曲面 上 
存在 两 族 互 相 正 交 的 曲率 线 ， 
(1) 曲率 线 的 方程 ”由 定义 得 知 ， 曲 率 线 的 微分 方程 就 
弟 曲 面 在 每 点 的 两 个 主 方 向 奔 给 定 的 方程 ， 另 一 方面 ， 从 方 
程 导 ,4 站 解 出 主 曲 率 和 = 二 、 庆 和 两 个 主 方向 Quidw， 我 们 
把 (一 看 成 齐 次 线性 代数 方程 组 (4.17) 的 一 组 非 零 解 ， 
那 末 方程 的 系数 行列 式 
了 二 
Maut hd: eetGan| 


= 1E7， 


展开 后, 得 
(LF ME LG NE dd t (MG— NNG=0, 
(4.25) 
这 是 主 方 向 Bi 满足 的 二 次 代数 方程 式 ， 把 (.35) 看 成 微 
分 方程 时 , 它 就 基山 率 钱 的 微分 六 履 , 
在 实际 计算 中 ， 常 向 在 性 ,55 的 两 边 除 以 22?( 或 di)， 
使 成 为 关于 到 (或 怨 ) 的 二 次 代数 方程 式 ， 求 术 之 后 , 便 得 
洱 两 个 一 阶 常 微分 方程 ， 
为 了 合 寺 记 民 ,我 们 把 人 .35) 写成 整齐 的 下 列 珍 式 ， 
Er dae du 
Fo A 3 
L YH 六 
(3) 曲率 弘 网 在 班 加 移 脐 点 处 ( 入 .全 ) 式 成 立 ， 第 一 基 
本 形式 和 第 二 直木 堪 式 成 比例 . 这 时 (4.236) 恋 为 恒等式 , 就 
是 任何 方 回 都 是 主 方 向 .所 以 全 脐 上 扎 昨 商 的 昨 率 线 是 不 定 
的 . 
反之 ,在 没有 脐 点 的 唱 而 生 , (入 .36) 恰 好 给 出 了 丁 族 曲率 
线 ， 当选 取 它 们 作为 坐标 山 张 央 ， 
Ft M0, 


=0. (4.26) 


曲率 线 网 是 正 交 网 , 
实际 上 , 这 时 他 .36) 可 生成 
ED 
下 一 各 
所以 FE -0 


HN. ubz0, 
从 此 导出 下 =0, 茜 ==0, 
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当 取 遇 源 线 网 为 短 获 肌 线 网 时 .人 轩 线 Cd 41: 四 和 
4 有 乔 线 ke 一 01 所 竺 庆 的 泛 遇 举 分 别 为 主 曲 府 页 和 和， 
所 以 
#1- 4 有 


”时 后 ,我 们 经 常 取 明 淮 线 网 作为 参数 由 线 网 , 使 得 第 一 

第 二 基本 景 中 一 个 一 消失 ， 愉 而 可 简化 许多 公式 ， 在 某 此 
题 的 证 明 过 程 中 , 这 和 艾 屯 注 卫 非常 消 黎 的 . 

曲率 弘 网 在 工程 按 术 中 也 大 它 罗 记 用 ， 根 据 1979 年 图 
外 文献 报道 ,在 茶 集 装 第 货 溃 的 设计 中 ,通过 数值 计算 机 出 船 
体 划 面 上 的 昌 率 弘 网 , 然 刻 手 据 曲率 线 商 的 炉 密 分 布 形态 , 判 
斯 并 调整 船体 曲面 移交 叫 竹 . 

(83) 昨 率 线 的 斤 何 特征 ” 设 晶 率 赣 了 上 点 了 处 的 切线 疝 
量 为 dr?, 唱 有 


Tr = 
成 立根 遍 (4 ,10) 式 ， 
Wr 一 人 
因此 得 到 公式 
dR 一 入 cy， {4.27) 
式 中 处 是 主 方向 dF 上 的 主 巾 康 ， 当 点 卫 沿 则 这 线 = 了 (3) 
运动 时 , 系数 入 一 (8), 
反之, 若 储 .30) 式 成 并 , 倒 扒 同 去 . 便 铝 dF 是 二 方向 ， 对 
应 的 则 线 是 项 率 钱 ， 了 是 证 得 : 
定理 ” 册 面 上 曲线 忆 ， 人 一 人为 利率 线 的 充 朽 条 件 是 ， 
在 在 数 秆 玖 数 未 <s)， 全 得 
dU dr. 4.28) 
式 中 ,0) 靶 曲 面相 (9 竺 省 下 谨 网 dF 的 主 井 蛮 ， 


"189 +， 


{4,28) 式 称 为 德里 元 {Doirigque3 公式 ， 实 际 计算 时 ， 
常 把 油分 形式 表 成 导数 形式 ; 
CR 
ds ds 
设 曲率 线 做 成 参数 曲线 网 .而 且 x 最 线 fo 一 所 和 2 肝 线 
《一念 押 对 应 隐 主 曲率 分 别 为 正秋 站, 则 罗 德 里 克 公 式 蛮 
为 如 下 形式 
| 一 (4.29) 
FT 


4 生 .号 ”举例 


{ 例 4】 求 下 列 具 则 面 的 言 斯 曲率 下 和 平均 明 率 五 
(I) 旋转 面 f= 了 Ccosa, 下 om。 全) 
解 ， 我 们 已 经 求 得 旋转 向 的 沉 ~…, 第 二 森 本 量 如 下 ， 
和 一 站 
I M0 HN. 
vty ee 


gb-M yg fg) 
EG Fy 
万 -了 工人- 2M NE gf gH) 
30EG — 了 故人 + 


(4.30) 
由 于 也 = 并 :一 0， 旋转 而 的 参数 明 线 网 是 用 盟 率 线 组 成 
的 ,就 是 说 , 旋转 面 的 经 强 和 和 纬 线 都 是 卓 率 线 ， 
{3) 由 方 eh 芒 家 示 的 由 面 
解 ， 我 们 引入 记 
P=, 3 一 万， 
"130. 


小 一 rr 
并 把 原 方 程 生成 同居 起 : 
Ca 的 上 ， 
夫 前 述 ， 泊 名 帮 从 误 得 到 曲面 前 第 一 和 第 二 基 
本 晤 如 下 ; 


站 出 工 Er 于 
\ £1 二 了 了 可 人 No Lr, 


本 (和 .31) 
: KR 
CL (4.33) 
万 -Der 一 2p09 Hp 


lL -了 十 人 
抑 , 曲面 前 高 斯 由 于 天 料 只 一 天 全 央行 歼 式 
[fe fo 
‘if, fy 
的 正人 负 号 -…-… 致 
【 销 3231 求 环 而 | 
FT { oo8 Nn, (al cos Hsiny, rin 
| < 
的 高 斯 此 案 芭 ,并 讨论 2 下 的 总 的 分 类 . 
解 ， 六 【人 让 
(eeos 一 和 


高 斯 昌 率 


大 os 
1 
GQ) 锋 圆 点 天 0， 闻 区域 0&0 本 及 全 v2 


表示 环 通 的 外 侧面 , 是 是 易 而， 

Gy 双 间 点 。 玉 <0, 即 区 城 于 <v<- 名 ,表示 环 面 的 内 
人 情 面 , 曙 而 呈 双 曙 的 莹 形 . 

Gai) 独 物 点 一 0, 印 x= 至 及 琶 ， 表 示 环 面 上 二 
高 .最 低 处 的 续 线 (图 2 42). 


图 2-42 


[ 例 3 证明“ 小 贰 而 ”> 28 上 的 点 0 0, 0 是 
【证 】 这 时 
有 一 六 = 人 一， 一 

站 一 6 

在 人 .31) 民 中 ， 了 7、 开交 的 分 子 分 别 是 ss 当 2 
gy 一 时 ,它们 金 为 零 ， 在 永 点 的 主 曲 率 而 = 本 =0， 所 以 原点 
基 曙 面前 平 点 . 】 

我 们 进而 分 析 邮 出 在 原点 外 的 结 掏 ， 曲 侧 在 原点 的 苏 平 
面 是 Cazy 平 亲 ， 作 以 > 请 为 筑 侈 平面 束 ， 7?= 《一 号 
十 cc)， 并 考 到 平 而 来 中 每 张 亲 证 与 条 面 的 区 钱 ， 便 可 天 出 名 
图 343 所 示 的 曲 丙 到 状 : 这 身高 有 王峰 三 谷 , 两 谷 安 放 猴 子 
的 双眼 , 一 谷 安放 儿子 的 尾巴 , 故 称 " 猴 雯 面 


* 久之 = 


一 一 r 一 六 本 


ss 


[ 价 和 名， 肌 面 曲线 口 是 昌 玉 线 的 充 要 条 件 为 , 过 口 的 每 
点 引 上 曲面 法 线 , 它们 所 后 蕊 的 直 丝 省 之 为 可 月 明 曾 、 

【证 1 设 则 面 曙 线 C 以 其 弧 长 参数 表示 鸭 方 程 为 

一 PS- 

滞 曲 线 口 所 引 的 正面 法 级 生 成 一 
个 直 纹 面 区 {图 2-44), 称 沟 法 线 
曲面 . 它 的 方程 可 每 为 

五 ， 儿 一 09] + on), 
式 中 名 表示 男 一 参数 . 

如 果 宫 是 且 面 的 册 束 线 ， 而 
县 对 应 于 主 曲 举 如 Cs) , 那 来 从 罗 
德里 克 会 陈 


0 
8 一 各 (8) ts 
可 导出 fp RE, Mp, NR, kp') =0. 


因此 , 记 是 可 展 则 上 新 . 
友 过 米 , 设 了 为 可 肛 同 铅 ， 从 2.,2 自 的 定理 2， 
dp, R, dm) 0 
即 三 向 苹 dp RW、 dn 上 共 面 ， 所 以 存在 不 全 为 零 的 数 生 4 5、 
2 使 得 
sup--bR+edn=0. (4.33) 
我 们 注意 外 是 单位 向 姬 ; 生 :dR=0; 咎 又 是 则 面 的 法 同 
量 ; Radp…0， 在 《4.3 式 灿 边 点 污 如 后, 得 知 0 一 0 于 是 
得 
erp ll ed ol, 
这 时 c=0， 和 否则 ， 将 时 开 dp 一 0, 半 与 盟 线 个 的 正则 性 相 六 
盾 . 由 罗 德 旦 克 公式 过 28) 可见 , 是 曲面 的 曲率 级 


， - 


~ 


= 


i 从 此 易 见 , 旋转 面 -上 的 经 线 和 纬 组 都 是 则 宁 线 . 这 是 因 
y 为， 沿 经 线 的 法 线 曲 面 从 是 经 线 所 在 
| /A 的 平面 ， 沿 续 线 的 法 线 曲 面 怡 是 一 个 
阅 锥 面 , 时 者 都 是 可 展 曲 钾 ， 
【 例 5] 社 班 标 线 
| 在 蓝 而 的 切 平 丁 e 上 ， 按 圭 欧 
图 4 拉 公 式 能 够 算出 任何 方向 土 的 法 曲率 
加。 在 每 条 与 主 方向 el 夹 角 为 8 的 射 鲁 (假定 对 应 的 如 姑 0) 
上 ， 规 下 长 度 等 于 < 的 一 点 @， 而 县 使 从 0 变动 到 
2 这 时 ,， 妨 点 的 轨迹 是 二 次 曲线 ,， 称 为 曲面 在 卫 点 的 杜 班 
CDupin) 标 线 ( 图 32-45)， 证 明 如 下 ， 加 
在 Tp 上 以 卫 为 原点 , 且 以 单位 主 方向 el 、es 为 基 商 量 ， 
作出 平面 直角 坐标 系 {P; z, 欠 ， 出 于 古 . 入 间 的 距离 为 


1 
Te 


-46》 十 一 0 瑟 昆 手 贺 点 
二 国 2 好 


1 1 


PD VI VV Mom rh mi 
包 点 的 驾 标 w=n0080, y=pnsing, 
满足 二 .次 方程 


wk 一 士 1, 
它 代 表 一 条 二 次 曲 比 , 这 就 是 杜 查 标 线 的 方程 . 
氨 辕 高 斯 由 率 下 的 符号 ， 杜 班 标 线 的 图 形 分 成 如 图 
2-48 所 示 的 二 羔 ， 
当 切 线 方 向 绕 卫 点 旋转 有 皮 86 变动 时 ， 从 杜 班 标 线 可 以 直 


观 地 看 出 法 曾 率 如 = 士 -5 的 变化 情况 ， 


{ 例 6] 曲面 的 主 切 曲 线 

在 些 面 移 切 平面 Th 上, 凡 对 应 于 法 曲率 和 = 中 即 

. Lauwi-2Haudvt+ Nd = 4,34) 
的 切线 方向 du:dv, 称 为 曲面 在 了 点 的 主 切 方向 ， 现 在 ， 按 
照 证 点 的 性 质 分 三 种 情况 米 讨论 . | 

(i) 烽 圆 点 ”因为 在 任何 方向 上 丫头 0， 这 上 时, 实 的 主 切 
方向 不 存在 . 

人 ii) 双 曲 点 ”这 时 在 在 一 对 实 的 主 切 方向 .在 图 生 A6 


(中 , 双 昌 线 的 主 切 方向 决定 于 方向 角 0- 土 are 谨 站 了 名， 
所 村 应 的 一 对 方向 就 是 卫 点 的 主 切 方 向 . i 
(省) 抛物 点 ” 当 训 一 0, 如 关 0 时, @1 方 向 是 唯一 的 主 
切 方 出 ， 
如 果 申 凋 曲 如 吕 在 每 一 点 的 姐 线 方向 都 是 主 切 方 向 ， 则 
O 称 为 曲面 的 主 雪 曲线。 (d.34) 式 是 它 的 投 分 方程 . 
对 于 高 斯 曲率 下 >-0 的 曲面 , 不 存在 实 的 主 切 曲 履 ; 车 
玉 ~0, 一 般 存在 一 族 实 的 主 切 曲 线 ， 车 区 <<0, 则 窑 在 丙 族 
- Ss = 


实 的 主 切 轩 组， 这 时 ,我 们 取 它 们 为 曲面 的 参数 田 线 阅 , 于 是 
了 = 下 -=-0， 反 之 , 当 上 = 和 N04 时, 曲面 的 参数 曲线 网 是 由 两 
族 主 切 曲线 形成 的 . 

特别 是 , 当 一 条 直线 在 曲面 土 寺 , 它 必 是 上 曲 曾 的 主 切 申 线 
(见习 题 七 第 16 题 )， 


习 题 七 


Tt 试 证 本 在 曲面 土 的 一 点 ,任何 两 个 二 变 方 向 的 读 曲 率 之 和 和 相等， 
名 .在 腥 画 上 的 在 一 定点 ， 把 法 用 率 公 式 地 ,加 在 筷 一 元 本 于 和 一 


各 kau do)) 试 从 如 的 极 值 条 件 5 一 B00 导出 主 曲率 


Sidwy -By 》 
和 主 方向 的 公式 性 .1 六. 
3. 试 证 明 ，GD) 拉面 和 球面 都 是 全 骑 点 曲面 : 《2 平面 的 任 一 -点 者 
| 为 平 点 ;球面 在 任 一 点 的 法 曲率 和 方向 无 关 . 
生 ， 斌 证明; 在 半径 为 & 的 球 而 上, 涡 斯 曲 举 与 平均 曲率 都 是 常数 ; 


5、 求 妊 面 一 veosw vsinw, wt 中 的 席 斯 晓 六 与 平均 由 究 ， 
6。 试 证 明 :; 平均 曲率 总 -直人 六 0 


六: 试 证 明 ; 止 蜂 面 和 县 链 加 的 平 二 轴 洱 及 =0， 
多 . 斌 证 明 ; 喜 纹 面 上 不 存在 椭 贺 点 , 即 高 斯 虞 率 K<0, 
9; 试 证 盟 : 可 展 曲 曾 的 高 斯 出 率 太一 0 
10. 试 证 明 : (1) 椭 国 而 、 腔 叶 汲 且 面 、 策 加 抛物 而 上 的 点 才情 四 二; 
2 单 吁 双 戎 面 和 双 曲 抛物 铅 上 的 太 都 是 双 曲 点 ; 畏 
“C8) 纵 面 和 柱 需 上 的 点 都 基 掀 物 点 . 
11. 求 曲 面 >= fas，oa，x 十 对 的 拓 物 四 四 
堪 . 在 4.5 侦 人 鲍 工 的 (1 中 , 设 在 Cas 于 而 上 的 应 康明 拷 eitf C0), 
9 的 硕 数 2 是 它 的 弧 长 ， 试 订 骨 : 和 本 下 册 事 种 语 鬼 曲 
为 pr je 
洪 计 = TF 4 地-9) 
二 计生 个 = 


13. 背 流 转 面 的 经 线 上 间 站 一 个 损 点 或 条 到 直 了 于 对 称 轴 的 切线 ， 试 
证 明 ; 这 扣 点 或 这 雪线 的 河 点 玫 是 蛆 : 玫 的 搜寻 点 . 

1 求 正 转 而 r 一 人 cost, ant bg} 上 购 厚 率 线 . 

15. 求 出 向 # 王 Fz 仿 定 闫 腊 辐 而 和 的 曲 深 线 方 忆 、 

匠 ， 试 证明: 曲 洱 上 的 任何 各 鳅 从 革 它 的 主 十 曲线 ， 


入 ,6 小 结 


本 节 是 曲面 论 中 内 答 谍 丰富 的 -- 节 , 公式 较 多 ， 大 体 上 
分 成 下 列 五 部 分 : 
一 、 法 曲率 
(DD) 定义 曲面 上 衣 线 吃 在 点 已 的 季 率 商量 kN 沿 星 
面 法 线 夯 其 入 的 投影 称 为 法 曲 李 ， 记 成 和， 
(2) 算式 
站- TT Lr 2 du dv N do? 
”人 
{3) 志 何 意义 在 胆 久 上 点 卫 ， 对 应 于 蕊 方 岛 dx:0% 的 
法 曲率 所 等 于 在 了 点 沿 网 方向 作 的 法 视线 的 曲率 ， 
二 、 永 曲率 和 主 方向 
(4) 定义 在 上 明 画 十 任 一 固定 点 的 法 赐 来 如 内 个 倪 线 
方 负 有关 , 它 的 最 小 值 所 和 最 大 信 各 称 为 主 南音 ， 对 庶 的 切 
钱 刘 向 el 和 ea 称 为 主 方向 . 
(2) 了 欧 控 公 式 
En cog? 6 + hs sn. 
{3) 丈 变换 在 基 全 的 切 平面 省 p 上 的 线性 变换 丙 , 使 
得 下 i 愉 7) = -一 嘿 ， 称 为 魏 国 徊 和 春 宣 拉 ,人 备 称 开 变换 . 
.形变 换 前 特征 值 和 特征 方 财 就 基 二 主 曲 率 和 二 主 方向 ， 
三 、 高 斯 曲率 和 平均 曲率 
-《 力 定 广 主 有 曲率 如 、 加 的 乘积 和 平均 秆 称 为 高 斯 曲 康 
| 


一 HE (ht ks). 


(2 算式 
到 -一 办。 2 
EG- Fr DBG— i) 
9 以 主 曲率 全 三 为 根 的 一 次 代表 方程 为 


可 一 号 及 和 十 玫 一 人 0, 


《4) 主 方向 的 方程 在 盘面 的 切 平面 Te 上 ， 洲 足 下 述 
六 du de 种 是 曲 而 在 卫 点 的 主 方 


各 


Cos 一 0 人 
BEB FF G1!=0, (4.35) 
I 六 好 | 


四、 上 早 率 线 
(D 定 汉 落 昌 商 二 曲线 O 在 每 点 的 切线 方向 都 是 主 
方向 , 则 称 忆 为 曲率 线 . 
”如 ! 玫 分 方程 ”(4. 355) 是 二 滑 的 共和 分 加 其 
让 六:: 训 他 种 荆 、 开 ,都 是 (uv 由 的 应 数 。 : 
(3)》 地 率 线 网 在 一 个 不 合 脐 点 的 曲 夯 上， 参数 曲线 网 
为 曲率 线 网 的 充 要 条 件 是 郊 = 开 -0， 1 
(和 9 几何 特征 . 曲面 上 地 线 0. r= ?7s) 成 为 曲率 线 的 
党 要 到 位 是 : 存在 数量 函数 Xts), 使 得 
. d= 一 入 fs， : 
(和) 是 曲面 在 (8) 处 的 主 曲 率 . 开交 次 为 了 的 里 十 公 业 - 
五 、 曲 两 上 上 点 的 分 类 
这 并 :前 符号 ， 出 盏 的 点 才 人 成 
3 


人 下 ~0 的 点 称 六 糊 辕 点， 帆 商 在 籽 俩 点 邻近 是 由 
的 ; 

(iiy 疏 <0 的 点 称 为 双 曲 上 志 ， 埋 面 在 双 明 点 的 邻近 是 获 
型; 

fiiiy 太一 0 的 点 称 为 抛物 点 ， 

(2 在 曲面 虐 , 凡 满 居 般 件 


的 点 称 为 驻 点 ， 妆 p=0 时 称 为 平 志 ; p 关 0 村 称 为 国 点 .在 
腾 点 外 , 译 方向 不 定 , 对 民主 任 一 方 窗 的 法 曲率 都 是 相同 的 ， 


第 五 节 ” 划 面 论 的 基本 定型 


在 上 一 章 的 由 弘 论 中 ,我 们 首先 在 曲线 的 每 一 点 ?(3) 处 
建立 一 个 活动 标 架 47 08: 了 了 C9， C9), 囊 (s)}， 称 为 则 线 的 
弗 雷 而 标准 接着 对 标的 每 一 向 量 求 导 , 并 莉 导 向 量 丧 示 
为 原 乓 巢 的 三 个 问世 的 线 峰 组 合 ,就 得 到 强 雷 本 公式 , 是 曲线 
论 的 基本 公式 ， 最 后 ， 邓 苦 本 公式 积分 { 解 一 个 常 微分 方程 
组 )， 结 果 得 出 曲线 的 表示 ?一 pa， 这 样 ， 监 线 论 基本 定理 
就 被 推导 了 出 来 . 

在 本 节 , 我 们 将 问 祥 处 理 脂 面 论 的 相应 问题 , 为 此 , 在 曲 
军 的 每 一 点 由 (人 处 建立 一 个 活动 轩 架 十 人 ;Put 
0 Fo 2) Ru 3， 对 标 架 的 侍 一 向 草 求 偏 导 ， 济 把 答 
贪 导 羡 数 袁 示 为 原 标 巢 的 三 个 同 量 的 线性 组 合 ， 这 拌 , 我 们 
性 有 曲面 论 的 基本 公式 ， 对 这 些 基 本 公式 积分 ( 解 一 个 偏 微 


山 曾 论 的 菇 本 定 带 ， 
重症 于， 


8.1 


i 村 为 了 简化 记号 ,将 有 关公 式 表 述 得 更 加 简洁 整齐 ， 下 面 引 
入 新 符号 记 


参数 ; = 网 
曲面 的 参数 表示 ， 

r=, 0). 
一 阶 种 二 阶 偏 导数 . 


LC 人 一 迪 ， 
第 同 一 下 1。 Yo 一 人 12， 和 ru 人 at Fyv™ Fo, 
RH, 失 各 > 
第 一 和 第 一 基本 量 ， 
Eg Fg -Mo 人 = a, 


“i LQ, M-N 0 No, 
| gy = FFy : 
名， 了 一 工 ， 分) 5.1 
- | rin Fn 了 | ) ( ) | 
我 们 洗 和 式 记 号 简 记 为 
. a 


要 注意 作 和 过 种 同 指 生 电导 忆 关 加 
之 at 二 之 cd, 辫 Ge 人 一 这 xr, 
于 是 第 一 和 第 二 基本 形式 分 别 变 为 
和 . I ga (Gu) s+ 2gs: dl du-t- qz (dU) ? — Sov dt, 
HI= -Qld )* + 30 du du i Cs sda DEE -TQv du Qe 
1 ， tf . 
[和 开 还 可 以 看 成 关于 du! 和 ka 的 到 次 开 式 ， 共 系 曲 


-uO 


底 阵 分 别 是 
| go ] TE Bl [1 2 7 | 


ga aa LF [Ry Ga) LM NT 

| 设 一 个 曲面 选 臣 了 两 种 独立 的 参数 偶 Cl, ?和 (ww 各 

其 中 | 国人 

Wm, HY) Ul, uy) 

人 = s {se 3 。 
由 于 


工 - “之 gp 本 一 De mh ( 守 芳 EE 全 2) 到 天 Br a) 


4 
= > 名 人 0 Bo 0 Jai 一 立 ga Ou a, 


du” 
， 4 多 Oe 4 
所 以 gr 一 各 Hs Br Br ,4=1, 2). 
Bi Be Bi Ei -| 
[2 13 i alr Oa [i gi 区 | 
ga go | Bu Ea Lo gud: Be 82 
-Bu Laul Be 
这 就 是 第 一 基本 量 存 曲面 的 参数 变换 下 的 变换 式 ， 这 组 
实质 上 是 和 (4.13) 式 相同 ， 只 不 过 形式 上 变 为 更 加 对 称 整齐 ， 
类 似 地 , 第 二 基本 量 的 变换 式 是 


到 Bl Ed  ， 
Bu Br Ck, I=1, HD). 
， 这样 一 鲜 关于 [gj 、"f24] 的 量 和 其 变换 式 一 起 称 为 张 
营 ， 


现在 , 记 第 一 基本 某 的 入 涛 的 道 阵 为 


[ gy” | _ rg, gs ' - 引 [es 7 (3) 
的 :的 on yg|—#. Bl 


* 隔 入 和 


式 中 , g 代表 第 一 基本 形式 的 系数 行列 式 ， 
| gu) 
‘ Yat gas 
短 苏 [gx 志和 它 的 逆 阵 机 深 ,得 单位 阵 
[lle lo sl 
Ei gL mw faa 0 1 
详 述 之 ， 
F990 | ws hh WD 全 由 
表 称 为 克隆 内 克 (Kronccker) 的 6( 念 作 代 尔 他 )， 


-EG— 1, 


与 .人 ”基本 公式 


过 曲面 的 各 点 了 (ww!, Ww) 作法 向 量 盘 和 切 平 面 工 e， 并 取 
总、 为 Tp 的 基 向 量 ， 在 点 卫 ， 三 个 线性 独立 的 商量 组 党 
成 三 维 标 架 (图 3-47)， 
人 
a 当 点 Po, ip) 在 曲面 上 变动 时 ， 
标 架 也 随 之 击 变 ， 
曲面 的 标 染 fr; i ry ed 
一 般 不 是 单位 正 交 标 哥 ， 它们 
所 满 是 的 关系 只 有 RL fa 各 
| 如 | = 工 ， 即 ， | 
R00 =1, 2) 6.4) 
?二 1], (5.5) 
当 我 们 对 山 画 标 哥 的 三 个 向 量 站 1 Fa, 我 关于 外 记录 
别 求人 篇 导 肘 ， 所 得 到 的 王 个 向 景 Fi 、 王 1、 各 都 可 从 
蜀 被 表示 次 后、 a, 天 的 线性 给 合 , 即 | 
+ Ws 


. ,PL 
一 Pt 1 ~ 


Fy SY Ep bon (5.8) 
nD otro em (jm, 2), 《5.9 
其 中 了 Di 和 和 6; 是 待定 的 又 数 ， 
二 耐用 曲 商 的 第 一 和 第 一 基本 景 gw、 6 以 及 它们 的 仿 
导 尊 数 来 表示 这 些 待定 的 系数 ， 
中 在 中 . 介 式 两 边 点 浪 , 并 注音 贡 .3. 让 (5.1)， 
便 得 
B=Q, ,j=l1, 四， (5.8) 
(2) 在 看 .中式 两 过 点 渎 丹 , 并 注意 22 二 一 0 (= 1 全 ， 
便 有 
oi0 (m1, 9. (6.9) 
(3) 在 二 .六 式 两 边 点 节约 条 一 二 加 ,并 注意 65.) 式 ， 
册 得 条 


之 Og 二 一 j=1, DD. (5.10) 
在 (8.100) 式 两 边 乘 gi*”*, 六 对 7 了 从 i1 到 3 和 作 和 ， 且 和 和 用 
(5.3) 式 , 容易 解 出 
co? 一 一 六 a CB ,了 
上 述 的 作 和 和 过程， 蒜 实 大 是 对 拭 陈 求 道 的 过 程 ， 
坦 .10) 式 ， 
| oo 次 "| . [Ra Oa 
[ol oilgs gs) [OQ fa) 
(5 .41) 式 : 
i eol “| ii pd | | 
Leo3 C02 L {2 {don | gar 929 
2 Qa lg gr 
一 J]: 
0, oa Lg yg 


全 他 量 + 


全 4X4) 最后, 我们 决定 系数 1 
在 二 .站 第 一 式 的 两 边 对 GE- 二 引 求 导 ， 


Dy 
六 当政 写 指标 记号 , 得 关系 式 
Dg 
沁 = Fe Tt Fe Fy, 
Og 
nk Lh 
ei 0 机 


注意 到 ”一 Ya， 就 得 i 
Tr Og OF -rr 


ZA ar 
引入 记 导 


A 
并 在 (5.6) 式 两 边 点 条, 按照 上 述 记号 , 得 到 


[23, = 2 Tg 


在 上 式 两 边 屠 99, 并 对 1 从 1 到 % 作 和 ， 和 得， 
了 Km 多 j=1, , 2), 
训 者 展开 成 
7 = 于 Sp "(Se 二) Cn 到 7 一 1 芭 ， 
(5.18) 
按照 挝 .123) 和 中 .13) 趟 的 表示 可 以 看 田 , [ 夫 , 如 各 关 
于 指标 2.j 者 是 对 称 的 ， 而 县 它们 仅仅 是 出 第 一 基本 量 及 其 
一 阶 导 函数 组 或 齐 , 因而 与 第 二 基本 形式 无 关 。 我 们 分 别称 
[好 , 下 和 了 3 为 第 一 类 和 第 二 类 克 电 斯 人 茶 弗 (Ohristoffel) 记 
号 , 简称 克 以 记号 ， 今 后 经 常用 到 克 开 记号 了 如 也 称 为 曲 画 


4 


的 联络 系 教 . 

至 此 ,方程 个 .合租 6. 袜 中 的 所 有 系数 全 被 确定 了 , 而且 

它们 漳 才 曲面 的 第 … 和 第 二 其 可 量 由 总 如 sy 所 组 成 ， 
| ry— Tn 
" 人 哩 5.14 
| Hi Fy 1 : )» ( ) 
式 中 oi PA (kl, 2). 

4 


我 们 称 (5.14) 的 第 一 式 为 高 斯 公式 ， 沾 .14) 的 第 二 式 为 
魏 国 人 徊 吞 公式, 并 有 昌 总 称 司 14) 为 曲面 论 的 基本 公式 ， 
【 合 ] 当 起 面 的 参数 面 线 网 为 正 交 网 时 ， 算 出 了 人 记 
并 一 工 ，2) . 
解 ， 这 时 ,， 闻 =0， 从 起 . 殷 式 得 新 
Gu ,= J 0 yanO— 


由 定义 算出 
| 1 1 (2 O14 gid _ El 
Bi 
TS Og a ) > 
过 Or Bu Bu 2 
TA, ~ 1 (名 如 et Qe) 好 4 
+ 2 hs Ou Hu 28 {5 5) 
| 2 一 二 -ge Oo OF 3 Ea 
; 1 Gu! Ou Ou 号 全 


Ou A OD Bt 


a OT 分， 
人 72 .一 EE . 如 中 4 
Y de "Om Bi 2 


. 
2 
~ 
了 3 8 ( Ol | na 人 gn {1 
] 


2 1 0 ， 
一 等 管 ， 于 是 上 曲面 论 的 基 率 


[1 


姑 式 (68.14) 简 化 为 下 烈 形式 ， 


[ru 六 疗 

i 隔 入; 二- 全 信 > 十 开拓 

1 re tN (5.16) 
E ri 

fts = -区 Fa , 


号 . 苇 ”基本 方程 


上 一 段 所 导出 的 曲面 论 的 基本 公式 (5 14) 只 与 后 面 的 第 


一 和 第 二 基本 量 [9w]j、[ 人 wj 有关， 在 本 段 中 要 继续 讨论 的 是 
以 下 三 项 内 容 : 


(了 曲面 的 第 一 和 第 二 基本 量 [gw] 和 Eee] 之 向 存在 出 
组 条 件 : 
(C1) 代数 的 条 件 ，[gy1 是 对 称 正定 矩阵 , [由 是 对 等 抵 
阵 . 

(并) 分 析 的 条 件 ，[gwy] .Lo 可 及 其 导数 之 间 注 是 所 谓 高 
斯 方程 和 科 达 齐 方程. 

(2) 变 1g] 和 [oo 满足 上 述 条 等 ， 则 存在 则 击 8， 使 得 
它 的 第 一 和 第 二 基本 量 分 别 是 [gj 和 [4 . 


(8) 除了 览 面 在 空间 的 位 置 外 ， 它 是 唯一 的 ( 即 ; 8 的 形 
状 是 唯一 确定 的 ).。. 


其 中 第 (分 、 (3) 两 项 描写 了 前 面 的 存在 性 和 唯一 性 ， 总 称 
章 醒 论 的 车 机 守 理 ， 这 和 井 线 论 的 基本 定理 相 类 似 ， 但 在 第 


(的 项 中 所 述 的 条 件 却 是 辕 曾 论 所 转 有 的 , 我 们 称 它们 沟 贞 古 
这 的 基本 方程. 
为 了 推导 这 些 基本 方程 , 首先 记 


Hrs hi 间 站 Bdi 
Pix = TY i 
oo 


等 等 。 将 (6.14) 的 第 一 式 两 边 对 让 求 导 , 并 将 舍 .44) 式 代 
入 ,使 有 
Pun— DCL DIR ug rm 
4 了 2 十 【7 坷 驾 ， 
类 似 卸 ， 
ras SETOH I ThTS On DT ag"lre 
+ EE TROw + (Qn. 
将 上 说 两 式 两 边 分 别 交 减 , 得 
了 《全 二 症 ( 加 一 Dy 
一 之 8 一] 
十 [93 一 (Qe) DTEOm THQm) I 
Cj R12). {6.17) 
为 曲 区 一 PC 如) 充分 光滑 ,具备 三 阶 导数 连续 性 ， 
从 而 


Po Or er 
人 


于 是 ，(5.17) 式 的 左边 等 于 零 ， 由 于 向 量 的 、g、 儿 的 线性 
独立 性 , (5.17) 式 右边 各 项 的 系 数 者 为 罕 ! 
< 2 


~ ig, 


gm (Od, — Om) 
= (Ty)x— (TE) ST TRI 
(0) — (Di) -TED 一 Ta 
Cj Rn 1 2). 


在 第 一 式 两 边 习 gm, 对 光 从 工 到 包 作 和 ,并 记 
Men Rt PE 


(5.18) 


(Rj 一 二 3)， M {5.19) 
我 们 得 到 所 求 的 基本 方程 为 
一 
| (Qs Qi) PLE TI 人 
(5.20) 
特别 地 , 称 前 者 为 高 斯 方程 ,后 洛 为 科 达 齐 (Codazzi) 方 程 . 

基本 方程 中 的 Bw 称 为 区 虽 (Riemann) 曲率 张 量 ， 从 

定义 式 (5.19) 可 见 ，s 只 和 此 面 的 第 一 基本 量 [gil 及 其 
一 .二 脐 导数 有 关 . 

在 形式 上 ,高 斯 方程 包括 16 个 方程 , 科 达 齐 方程 包括 8 
个 方程 。 但 是 经 过 直接 计算 种 知 ,被 此 独立 的 方程 并 没有 这 
么 密 : 高 斯 方程 中 独立 的 只 有 - -个 , 科 达 齐 方程 中 独立 的 有 两 
个 ,它们 基 
Ri = LN— M: 

| La Mi Tt TR THN:.. (5.21) 


Mo— N= ib (i — TI) NM— TN, i 

第 一 方程 , 即 高 斯 方程 之 所 以 重要 , 是 由 于 高 斯 曲率 
i 到 -全 (5.29) 
仅仅 和 第 一 基本 量 有 头 。 这 就 是 让 


"R08. 


高 斯 定理 且 商 的 襄 浙 曲率 保 咎 站 第 一 基本 形式 确定 ， 

高 斯 有 下 洪 共 疾 宇 久 直 .227 看 ， 是 出 胆 面 移 第 一 和 第 二 
若 玉 总 确定 的 。 可 下. 高 入 诗 程 友 员 了 ,大 实 贤 上 与 第 二 站 
本 时 站 六 人 染 太 这 说 简 于 丈 六 最 面 的 夫 站 所 何 量 ,它们 在 地 
侧 的 等 距 映 和 时 下 是 不 这 税 ， 这 此 将 晨 这 这 7 了 .1 县 所 讨论 的 内 
次 , 无 论 在 理论 上 上 潭 凡 用 上 过 共 而 深 引 了 的 意 文 ， 


号 .4 生 基本 定理 

基本 定理 统 窒 而 站 ww 到 的 ! 演 国 尖 [gayj [528] 《4 
jj 一 4 委 设 fy 二 ga > onvidin 是 正定 的 形式 ， 
布 且 它们 清 足 秒 放 -人 柯 这 生字 种 于 未 ,，: 定 存 在 明 面 上 全 侦 
它 的 第 一 和 第 二 汗 本 全 分 罚 汶 一 和 [Le 而 且 除 了 六 在 空 
闻 移 位 娟 外 , 它 是 叭 一 的 . 

因为 定理 的 证 出 二 芭 还 涉 太 一 阶 线性 齐 次 仿 币 分 方 狸 
组 解 的 存在 定型 , 我 们 在 这 求 上 只 简 述 定理 前 证明 过 程 , 而 除去 
其 计算 . 

首先 , 我 们 添加 一 组 襄 径 < 一 2) 到 亲本 公式 
人 毕 . 芭 中南 ， 侦 全 作 区 成 一 组 基 于 雯 各 画 数 1， 六，Yas，9 
的 一 诊 线 性 齐 演 仿生 分 方 站 组 ， 


- A 之 fT ! £2 CO, 中 工 ， 2), (5.23) 
ep 


式 中 和 作 过 数据 是 屿 定语 入 全 辜 司 , 汶 和 全 .18)1], 
假定 方程 组 t6.27 丰 及， 1 天 |， 邢 末 , 这 些 解 必 
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须 满 足 可 积 条 性 ， 就 是 备 沂 数 的 二 阶 偏 导 函 数 可 以 交换 求 导 
次 序 ， 


-部 ( 寻 ) (rj 区 
召 Fr )— 9 fOr 
Du Ou OM Ot 
LC 
(5.24) 
把 (6.23) 的 右 端 代 入 上 列 三 组 方程 ， 我 们 得 到 关于 9、 
95, 9Y 的 若干 条 件 . 其 中 和 村 TE 和 2o 关于 到 了 是 对 称 的 ， 
第 一 组 方程 变 为 他 等 式 .， 由 上 一 -上段 的 推 蛙 易 见 , 第 二 组 方程 
就 是 高 斯 - 科 达 齐 方程 ， 经 过 -一 交 计 筑 可 知 , 第 三 组 方程 是 高 
斯 - 科 达 章 方程 的 推论 ， 因此 ，'5.24) 与 高 斯 ~- 科 这 齐 方 程 等 
价 . 


) (fh oj hl, 2) 


一 航线 性 偏 微分 并 各 的 理论 ，(5,24) 是 偏 微分 方程 

组 (5. 人 当 这 网 方 程 满 足 林 积 条 件 时 , 它 的 炮 
必定 存在 .如 果 深 加 初 如 条 件 , 对 应 的 解 重 是 唯一 的 ， 

这 样 ， 从 (6.33) 解 出 的 各 让 了 畏 数 = 了 Qe, zt 便 表 未 所 
求 的 曲面 . 

曲 贾 论 的 基本 定理 和 上 灿 比 洛 的 基本 和 定理 非常 查 何 ， 所 不 
闻 之 处 仅 在 于 ， 册 面 论 的 基本 会 式 基 击 双 变数 的 偏 微分 方程 
组 成 的 , 所 以 这 里 就 有 可 积 条 件 , 邯 曲 疝 洽 的 基本 方程 ; 而 在 
曲线 论 中 却 不 存在 类 似 的 广 独 . 

当 册 面 S 的 参数 测 线 构成 正 侈 网 时 ， 高 斯 方程 和 科 达 章 
方程 梁 到 较 简 筷 的 形式 . 
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L \ 7 1 A ve I (Ca Ys, 
(8) (i 时 、 [i NY ~ Pf 
7 VN FY 
Qs 元 ) .一 (U7) 人 A kk 和 拉 A 0 


(5 .26) 


实际 上 ,把 6.15) 式 所 走 示 的 2 代入 G5.24), 便 可 获得 


公式 其 汪 计 委 镶 缠 进 尹 作 为 习题， 


作为 一 个 例子, 我们 淮 突 这 样 一 个 上 曲面 , 它 的 第 一 


式 为 
了 - 可 人 + dy), 
武 中 ,图 数 p 二 pit， 由， 这 时 ,高 斯 曲 玲 基 


人 一 -- Eo no Cn poo]， 
特别 十 ,得 
1 . ， 
PT "是 常 数 ) 
的 场合 , 容易 从 出 
hr 


贡 斯 由 深 友 等 十 党 副 的 拓 面 称 汶 常 曲 率 曙 面 . 
丈 明 面 比 较 重 要 ,在 后 所 8 全 段 中 将 另行 讨论 。 


习 题 八 
I， 证明 下 到 拱 沙 式 : 
GD Blgwer = 
[ee Td i 


{3) i 二 So Wag. 


基本 形 


这 类 特 


2， 设 曲 全 ?二 rf 0) 的 膏 一 鲁 第 二 技术 晤 分 别 为 五 、 FG 和 工 、 可 、 


* 是 1. 


如 ,高 斯 由 潜 为 下 ， 叉 设 络 : 灾 措 1 区 一 全 条 后 ， 第 一 利 
策 二 基本 是 分 别 变 届 本 下 人 十 珂 工 间 斯 贡 率 变 为 

下 .证 明 下 列 各 关系 : 
(1) BE Fi pe 


(2) LN— Hi= Ns 
(3) K=k, 


EI 荔 的 洪林 化 式 . 
加 [下 全 
3, .用 记 苇 吾 、F 6; 工 、 HN 5， TD 一 二 ) ， 


4， 用 记号 名、 本 五、 王 、 于 入 下拉 早教 天 订 光 氏 记 号 TG 记 让 
=1, 2 。 


5， 试 证 表 :，… 


21 。 Te - 2 
li 1, 9). 


[5 一 


pa 
OD SH = Lik, fj, 站 
2 有 
《3 人 -2 gi 二 人 中 


中 

?。 试 让 济 
1 各 
GD 
03 0 


{3) riXra= Rin xn). 

8. 试 证 昌 ， 果 潮 杰 正 交 网 下 移 
9. 设 曲 面 沪 的 第 吉本 所 

内 S 是 | 厨 = 单 常 上册 率 : 

i , 

{1y 工 一 1 WE 


了 十 于 Cu | 


{3) I= EN -du rs 


本 闻 息 为 (5.235) 和 全.261 式 ， 
一 各 时 训 中 起 常数 )， 试 证 


(3) I=dudoe 加 de 
C4) Td oh do, 


外 你 二 中 二 


号 .与 小结 


术 首 的 骨 容 用 于 郊 分 诅 砍 ,， 邯 : 某 林 会 式 、 基 本 方程 和 基 
本 证 王 

基本 公式 挤 述 了 则 市 在 其 着 点 的 活动 标 扑 {了 ; 1, Ty, 得 } 
所 满足 的 -一 组 山 微 分 方程 . 

医 本 方程 包括 高 斯 六 程 和 科 壕 并 方程 ， 人 代表 了 峙 而 的 第 
一 和 第 二 基本 时 之 间 的 一 :红茶 件 ， 洛斯 廊 程 表 瑚 ， 腊 面 的 高 
斯 未 案 百 站 促 促 出 第: 丰 林 天 痛 冒 的 内 在 几何 大， 

琳 人 本 育 程 作为 上 述 币 和 芒 分 方程 组 启 可 程 具 人 入 ， 保 主子 而 
面 ff 一 Go, 作为 这 天 的 解 的 大 在 性 ， 

在 本 节 了 并 头 , 我 们 引 省 了 一 在 答 时 ， 加 gy、 By 以 及 后 来 
的 2 Rwyz， 这 些 沁 守 的 最 开 式 很 比 ， 而 形式 上 上 却 稍 莘 演 |. 
这 样 , 利用 它们 , 便 订 简 化 许多 公式 的 实 还 . 而 且 各 yy、 人 24、 
ag 等 这 类 张 量 的 符号 可 以 直接 推广 到 高 秀 的 马 合 。 演 方面 
超出 了 本 书 的 范 图 ,这 里 古 不 宰 上 及 本 


第 六 字 ” 贡 亩 的 泣 昌 线 


和 .1 测 地 曲率 
在 有 遇 丽 = 一 Pi 1 荆 准 窒 了 一 - 条 上 茧 线 
人 ay tv ， 
其 由 是 如 的 红 攻 基数 ， 王 入 二 工段 的 讨论 ,我 们 把 C 在 其 


一 点 卫 的 出 率 向 十 2N 放下 乔 丙 法 问 虑 生 利 久 科 而 卫 分解 
海 法 岂 革 山王 和 和 测 地 肝 次 乌 牙 古训 分 : 

Np :Tt, (6 .1) 
式 中 


“全 13， 


v= (6 .2) 
tT- k,n TT, (8.3) 
是 口 的 切线 向 年， 襄 用 名 分别 是 法 昌 率 和 测 地 曲率 ， 队 
此 可 得 
三 一 如 二 丰 ， {6G.4) 
在 本 段 ,我 们 将 导出 测 地 遇 率 的 两 种 表示 式 , 即 : 由 尔 特 
拉 米 公式 和 刘 维 尔 公 式 . 
这 里 仍然 采用 上 上 一 节 引 入 的 记号 .由 定义 ， 曲 线 安 的 昌 
率 向 量 
证 加 i sn da: 
{学 ) hs 之 ty 7) 
dr a Fs 
过 mi 代入 9 
按照 卓 面 论 的 上 本 公式 (6.14)， 
MD ry EB Trt Qn), 
代入 (6.9 江 , 下 们 得 到 
ds ， 了 Tat he 


tts tis 


a 
ds 
-之 


tu dni 
Ep 
二 它 Yds ds 1. 


右 器 的 第 一 项 是 fri 和; 的 线性 组 合 ， 因 而 它 忆 胡 出 遍 
在 卫 点 的 切 和 辣 械 ; 第 二 项 代表 一 个 平行 于 各 的 向 量 ， 所 以 ， 
ds du 


也 一 字 人 24 di de 4, 《6.6) 
上 oe Adu 
六 2 Qs + 安全 ds ds Jr (6.7) 


出 于 如 x 全 是 单位 同 量 , 从 (6. 司 式 答 易 大 出 


214 。 


天， 于 


rd 
CE 


和 ds ds 
(0.8) 
可 基 Li ~ yn, 
46.9) 式 可 守 流 


pe de Ea 
lds ( ds t+ 人 人 de de -) 
ri Rs chr 
Yn 
(5 de 全 了 CS ds 外 (6.9) 
这 就 是 贝尔 特 拉 灯 :Balirany 公 式 ， 由 下 可 见 ， 测 地 山 
刻 员 和尚 面 的 第 一 基本 时 有关 ,所 以 它 是 - -个 内 在 几何 有 显 . 
特别 地 ， 当 卓 面 的 参数 曲线 网 是 正 交 e, 
时 ,有 一 0， 从 于 
ti 本 ， 
有 1 二 x A e., A » (6 .10) 
如 前 所 述 , 对 了 人 的 任 - 亲 基于 可 写 下 
Te eont.: esing, 
式 中 疙 表示 从 B11 到 于 的 有 在押 炎 前 5 加 2.48) ， 
一 方面 ， 
EF ,Ae 
Ta dT 


oe a 
ie 了 ‘es mar 


二 如 rds " 

比较 上 列 夷 式 的 结果 ,很 
A 
~ 


此 


oY -一 im 8. 《6.11) 


和 


从 上 曲面 单位 法 向 车 
Rt =e x Cy, 


雪人 最， 


又 有 有 一. 
下 是 ， 


RXT- Hx e008t: eind) ~ eo cos td -esing, 


上 二 ”人 0 . 
=: (二 CUR 已 二 一 -过 si 外 
全 人 


, » 
-- i — ES Cocus 2: 了 
又 因为 Bf。 es 东单 倍 正 区 弓 ， 
Ol _ 
要 1 | " Co, 7=:1, 2) 


1 “ 
琐 动 对 5 阔 导 ， 


- ee Ha, 人 7 de 
E17 Ba 
2 ds ”0 ds 人 ”ads 


从 二 述 疾 系 式 便 得 弹 
i rr TT , ™ 1 aT 
Be= NR, DD, TD, TFN = RT) i 


了 


= CeODEE Oo— Csin i . 人 和 sin 0) 
. 人 ds 


2 eing -ecvsii! | 
fe 


a 0 
-方面 ,按照 正 突 亲 玉 褒 攻 本 公式 全,16) 又 有 


es a ;) 
ds dg EF 


让 # 1 rr [三 
Te T+ ~ ， Er 于 ) 


AS 
Pe 


一 一 人 ## 下 二 a 
J ( Re dG dv ) 


2 ds 2 Wd (6.132) 


2 


=- 安 ? 契 。 


式 中 ， 王 有 1 ma 的 系数 在 局 和 的 访 氏 中 

导 人 二 之 。 浊 未 
Er —. Fr) 

对 .了 


! 没 用处 ， 记 以 仅 手记 


, 二 1 yr 人 
二 人 1 -上 -CC 
?ey Da rir 和 ea et 
再 把 6.1) 代 入 下 式 丰 并, 齐 闻 
ne 
es Dt 人 5 vd ee 


这 丰 是 计算 注 最 南 注 许 1 对 维 泵 : 


犊 则 基 ， 对 于 下 肌 绕 ,05 参见 图 3481， 


出 它 鸭 涡 地 曲 良 


1 an 至 


Tiouvriley 公 去 . 


LE 人 - 和 
了 {7 ba 
同样 ,4 击 线 的 测 直 则 于 是 
Ry A 
oh ee 


i6.13) 


太 6. 信 人 


0.15) 


.1 


这 样 一 来 , 刘 约 尔 公 臣民 熙 六 古 及 守成 下 莉 蝶 汪 ， 


一 一 十 直 4 0 闻 -1 
‘6.17) 
【 便 】 求 旋转 面 上 和 谷 续 级 的 测 
地 曲率 ， 
解 ， 放 转 硬 的 任 - 一 绩 线 局 家 
古 半 径 为 五 的 六 ,让 阅 宫 的 一 点 
总 你 帮 经 级 的 切线 蛙 ， 它 与 许 转 刘 


的 交角 p 设 局 是 这 煞 多 2--49). 


/ 


这 国 避 的 而 党 


i = 


由 罕 间 量 
iN=vi innx TT) 


得 知 , 如 在 已 点 的 测 地 时 浆 池 
D1 二 


go EN Cnt HY = kin 9 一 - pp-, 


即 By 


全 .全 ” 测 志 线 


定义 ”如果 曲面 的 一 条 南 线 在 其 各 点 处 的 测 光 曲率 都 等 
于 0, 出 称 为 而 地 线 . 

这 就 等 于 说 , 测 地 钱 是 测 地 此 座 向 量 Y*= 一 0 的 酸 线 ， 从 
(6.7) 式 立 基 得 出 测 地 线 的 微分 方程 为 
Ss Oe do 2 
i ds a (0 --1, 2)., {8,18) 


9 
这 是 一 组 二 阶 常 微分 方程 ， 若 给 出 初始 条 人 性; 
当 $= S06 时 ， 
wo 36.19) 
邯 当 给 定 曲 面 的 一 点 各 在 这 点 的 一 个 切 向 量 时 ， 方 程 组 
(6.18) 便 有 唯一 解 
w= 1 2 
因此 ，y(atsy aas) 表示 一 条 过 初始 点 (Gao (82)0) 且 和 
3 i 此 让 dut ce 
初始 方向 7(( Qs do’” ($e-),) 
相 切 的 漠 地 线 ， 故 得 
定理 1 当 给 定 曲 面 的 一 点 
图 2-59 和 在 这 点 的 切 向 量 于 时 , 则 过 这 
点 且 切 于 于 的 测 地 线 唯一 存在 (图 2-50). 


上 面 从 理论 上 保 让 了 测 地 线 的 唯一 存在 性 ， 但 是 对 于 具 
体 问题 米 说 , 竖 余 -组 一 队 芝 微分 方程 (6.18》, 却 不 是 简单 的 
事情 ， 在 实际 四 题 由 ,胶合 用 的 是 数值 计算 ， 

当 曲面 的 参数 曲线 w、 * 和 构成 下 次 网 时 ,从 剂 维尔 公式 
《6.1 得 出 浏 地 线 的 微分 池 程 为 


Bia A. Qln 六 1. Dmg . 

_-- 一 一 . pf :一 一 ， 
RE 而 2 Ou sing, (6.20) 
按照 6.110) 式 ,Hh， 

eos, (6.21) 
i 
i | 
人 si 8, (6 .22) 
改写 46 .20), 便 有 
2 ee Ou to 
于 2 x > 
， 可 > (6.23) 
人 各 了 全 _ 
BN 


最 后 的 这 组 方程 是 测 地 圾 的 胃 一 种 家 未 ， 其 中 把 看 艇 自 变 
量 , 把 妇科 4 看 和 做 女 的 油 个 待定 冰 数 ， 当 给 定 昌 面 的 一 点 和 
切线 方向 时 , 即 ; 
dn- fo, vo) = Vo, 

出 卡 有 了 蛤 一 的 测 地 钱 ?==+00)， 

下 徊 征 击 油 地 级 鸭 儿 何 特征 i 证 明 从 赂 ); 

定理 另 ”假设 由 出 一 线 品 的 曲 举 二 0, 如 如 成 为 测 地 
线 泣 充 虐 条 和 伯 十 ， 它 在 年 虚 的 主 法 线 和 曲面 谋 间 一 点 的 法 浇 
一 致 . 

【入 41】 求 球 面 的 证 所 状 。 

解 ， 过 球 必 的 平和 规 坟 寺 所 得 的 国 称 沟 大 为 ， 忠 于 大 图 


3 全 1 号 


的 主 法 钱 和 球面 活 线 一 致 , 所 以 大 贺 是 球面 上 的 油 地 线 ， 又 
六 为 过 贰 面 工 任意 一 点 及 任 一 切 方 向 都 可 作 唯 一 的 大 网 诛 ， 
报 据 定理 工 得 知 ; 球 画 上 的 所 有 油 志 线 都 是 大 回 弧 ， 
-从 6.1 段 的 例题 还 可 知道 ; 球面 上 的 小 加 不 是 测 地 线 , 因 
为 消 着 小 图 的 测 地 间 率 等 于 非 坟 常 逆 天 i; ， 
[ 便 2] 贺年 库 上 的 测 地 线 是 阅 柱 曙 线 . 
【证 】 设 国 柱 鲤 的 方程 为 
条 一 1eOni Si， 
第 一 插 本 草 为 
Ba, FF-d, GQG=1., 
由 于 曲面 的 参数 瑶 线 网 是 止 交 网， 我 们 从 (6.23) 得 出 测 
地 线 的 微分 方程 为 


按照 初始 条 件 
Olu) Bo, VOD = 0, 
解 得 | 多 
二 -i- 0, 


式 中 常数 b= eo tg Oo}, 
国府 湖 班 线 方 程 是 加 柱 螺 线 
r=lgcosu, seinuy, Bue}, 于 
【 例 3 求 旋转 面 呈 的 测 地 线 . 
Dd; Ff Cosy, TIAnw, gw}, 
仍 ，S 的 第 -基本 荆 
B= P=0, G=[F (0 [oa 


# 到 到 划 。 


测 地 线 芍 微分 方程 (6.33) 下 成 


Ee EE, 
tr 了 Ets 


| (6.24) 
er lyr 
1 Hr 年 f7 六 时 
由 于 得 由 Hd 
此 得 出 dr FED 
印 to i 2 ir, 
J 
积分 儿科 
Fe, (6 .25) 
Tr 
或 者 te St., 
式 中 污 训 
十 1.33 交 第 一 全 全 六 
人 
人 和 村 过 人 
入 分 让 得 
1 
Ht 和 Fy yr a 6.20) 


式 tir 上古 名 了 类, 
我 们 还 二 证 是 ， 诈 恩河 的 和 经 线 Ye TY 
都 是 测 地 上线 ， 币 纬 线 : 一般 不 是 测 地 


内 57 中 三 的 结 绥 C 不 地 济 


地 钱 , 伺 十 6 和 Cs 是 

后 二 晶 纵 分 办 | 外 相册 面 的 玉 细 | 处 腊 ! | 

最 粒 处 ， 图 2-51 
【 例 41 设 邮 面 5 的 第 一 基本 形式 为 


CR 


Te 人 


求 它 的 测 地 线 ， 
解 ， 同 前 例 - 样 ,首先 指出 S 的 第 一 亲本 基 为 


BG- Te, £0, 


因而 (wu, 号 是 曲面 隐 正 交 网 ， 这 样 ,方程 16.28) 变 为 


cd 革 
i 站 
1 “ {6.27) 
2 
th 


由 此 便 有 语 8db- 和. 


积分 后 , 得 COS =, 


于 是 求 得 包 0 


1 * 
将 上 式 代 入 {6. 守 ) 的 第 二 式 , 得 


| 国 
在 2 一 - 


ve Ce， 


"| 经 过 积分 ,结果 是 


. Um vo tt, 
> 必 中 ，e 和 已 都 是 常数 


他,9 这 样 ， 得 到 测 地 线 的 方程 


圈 352 诉 


Cua oO}, (6 .28) 
它 在 参数 GQ 人世 平 侧 上 被 走 示 为 一 个 半 图 ,， 它 的 中 心 在 刀 轴 
上 (图 2-52). 


光量 业 业 > 


、 标 网 为 曲面 的 测 弛 坐标 条 [图 


工 _ 度 币 定 理 号 试 证 到 : 荆 

2 试 证 明 ; 柱 守 

二 站 让 弛 可 ro {or ou. beer 了 5 刘 | 
4， 设 曲面 的 第 -基本 ,记忆 下 时， 息 儿 


ol Tp a Ap 
C2) T=wicdw jap 
， 设 由 从 的 第 一 蒜 涉 i 
{DD 求 工 各 人 jf 六 : 
人 斌 证 吧 : 出 线 坟 油 训 到 ， 
(3) 求 六 斯 引 举 六 ， 


(4) 设 测 地 线 避 直线 革 二 疙 加 


[i 


i 


6.3 测 地 坐标 系 


凶 在 襄 柱 面 的 漳 痢 绎 . 


1 机 线 ， 


答 于 面 的 测 地 并: 


oa, 
fe EN 
ri EC 


玫 闸 工党 用 的 华 标 系 呈 直角 化 标 系 (%, 从 和 极 伦 标 款 


tp, 六 两 种 ， 其 中 ,相当 -二 纺 和 总 | 
面 的 调 地 线 ， 订 于 玫 池村 
线 正 交 ， 形 成 了 浏 地 级 旅 的 赴 
交 轨 线 ， 按照 同样 扔 想法 , 我 
们 在 曲面 所 十 雇 建立 科 启 拘 敬 
标量 弘 网 ,现在 分 述 于 下 

(3 测 地 悉 妹 系 

定义 ” 届 砷 面 的 参数 曲线 
网 是 王 父 网， 而 且 乱 中 一 # 
数 曲 线 是 测 地 线 ， 则 称 这 生肖 


从 


Ee 


的 1 


外 昌 线 都 是 直线 , 即 平 


级 入 他 地] 隔 光线 和 p 


二 这 辆 后 
图 253 


构造 测 地 党 标 系 的 步 双 如 个 : 

《ti 》 在 出 而 上 任意 芭 定 一 茶 昌 线 Cu 

【六 ) 过 Ce 上 的 每 一 点 作 二 四 于 Co 汐 油 地 线 , 根据 6.3 
生 定 还 了 这 种 测 地 线 是 唯一 在 在 的 , 从 而 获得 一 族 测 地 线 ; 

《iiiy 作 这 芯 油 地 线 前 让 区 轴线 苞 , 关 二 它们 的 存在 性 机 
参见 3.2 段 的 情 题 ， 

(iy) 选 起 这 族 漠 地 线 和 这 族 正 奖 轩 鳅 分 别 必 为 如 曲线 
和 和 曲线, 而且 使 曲线 Co 恰恰 对 这 二 如 =0， 

这 时 有 闷 一 0， 区 因为 街 条 芯 曲 线 部 是 测 带 线 , 按照 


(6 .J5) 式 , 志 半 线 的 测 地 邮 这 为 尝 的 条 件 变 为 
T 站 mm 下 0, 
Ba a 


即 如 ,二 0, 所 以 是 与 参数 碟 关 : 吾 一 也 ti), 因此 
l= EW ns, Had, 
再 作 参 数 变 换 
上 -- | Vv El)du 


而 且 把 ?2 号 作 2 2 就 得 出 由 面 在 测 地 坐标 系 下 的 第 一 基 
本 形式 
[=duw Ti, vw, 《6.29) 
这 样 ,第 一 花 本 形式 斌 简化 了 ， 
现在 ， 我 们 玉 计 算 屠 上段 介 于 到 类 志和 如 之 间 的 测 地 线 
9 一 vo 的 强 发 了， 出 王 流 志明 这 , 88 一 0， 记 以 从 6.39) 求 得 


at 


i 了 
= 


-tl 


因此 , 介 汗 任意 两 条 开交 轨 续 .之 阿 的 测 地 线 眉 是 等 长 的 ,而 且 
芭 晤 每 一 条 测 地 线 的 疆 长 、 


全 瑟 王 党 所 


在 攀 蓝 调 此 钢 剑 系 的 过 程 中 ， 划 如 O64 是 可 以 任意 选 定 
欧 , 因 距 , 在 一 张 骨 而 眶 可 以 有 有 无穷 多 种 滑 地 举 标 票 ， 如果 适 
当地 选择 Ce, 还 可 以 把 但 (i 芭 化 得 更 简单 -一些 . 

【 移 】 当选 宇 曲 而 下 任 一 测 地 线 作 沪 Wo, 而 且 选 定 曲 线 
ce 的 弧 攻 作为 敌 攻 2 对, 上 出土 构 造 的 调 屯 坐标 系 下 的 第 一 基 
村 形式 为 


de di, da, 《6 ,30) 
其 中 辽 儿 如 Cw 0) 满 中 下列 策 件 ， 
0 1 
[io wn 
实际 上 ,在 明 色 个 ee0 #78， 故 测 必 有 d=0, 
do 一 8 成立， 把 这 些 代 入 6,30) 式 ,得 
” Da 
从 而 (6.31) 芍 第 -一 武志 地 
另 一 方面 i, 消 润 拒 芭 全 的 亚 世 曲率 关 一 0、 从 咎 .10) 式 
得 知 


(6.31) 


A fl 


在 乒 面 号 总 纹 ， 我 站 净 训 第 一 续 本 形式 (6 30) 以 瑞 定 常 
时 这 昌 亩 鬼 喜 索 

2) 测 地 极 级 宗 闻 ”在 由 南 圭 绍 宝 丁 全 一 点 卫 ， 洪 着 卫 
点 的 每 一 急 六 自作 一 条 潮 却 虔 ， 这 梯 就 得 到 一 族 测 地 线 利 这 
翁 的 正人 避 辑 线 

入 们 在册 名 二 守 到 这 桩 的 驹 数 曲 线 网 ， 使 得 上 述 济 地 线 
夭 | 正 深 季 训 条 器 三 有 昌 从 币 昌 盆 ， 这 种 储 标 网 称 汶 测 池 极 
党 标 系 {| 鲁 全 4 下 省 极点 ,向 线 为 测 地 图 , 

从 上 上述 的 济 地 极 仅 评 系 立即 得 注册 面 的 第 一 基本 形式 为 


2 


UL 


[= ede, 
式 中 湖 数 是 等 一 条 测 地 线 的 弧 
长 ， 而 且 由 任意 油茶 正 交 执 线 
4 二 tz 有 和 = 一 ta 所 鹤 下 的 任 一 测 

查 平 面 场合 ， 测 地 坐标 系 和 
渭 地 极 谷 标 夺 分别 是 平面 直角 上 化 
标 系 和 了 业 面 航 沈 和 祭 夭 ， 

必须 指出 ， 上 述 的 两 种 测 节 

图 254 堂 你 每 ， 只 存在 于 曲面 在 王 点 的 

邻 域 范围 ， 这 项 限制 对 于 我 们 研究 的 局 部 几何 是 合适 的 , 但 
是 它 丰 适用 于 曲面 整体 性 质 的 研究 . 

3) 测 地 线 长 度 的 最 得 性 ”作为 测 地 极 坐 标 么 的 应 用， 
我 们 证 明 测 地 线 长 度 的 最 短 性 , 即 

定理 设 忆 . 护 是 昌 曾 上 小 区 域 区 中 的 防 点 , 口 古 多 中 
连接 卫 、 护 丙 点 和 长 度 为 笃 的 测 地 线段 ; 是 多 中 任意 一 
条 连接 PP, 电 和 长 度 为 至" 的 另 一 胡 线 段 , 则 多 "> 图 

【证 】 我 们 在 区 域 多 中 采 
用 以 三 为 极点 的 测 虽 极 坐 标 系 
〈 圈 3 55) ,于 是 测 地 线 熙 避 的 方 
程 为 


v= (Oav 
设 曲 线段 0 的 方程 为 
和 
= 
UO =0, wd) = 图 2 旺 
在 测 地 极 学 宗 系 中 , 曲面 的 第 一 基本 形式 为 
2 人 


《GT)， 


OR Ou Mae, 
起 中 GG 0. 让 线 避 的 - el 


Far 


A ’ v EE | 2 和 六 di 1 人 


ef rt 


ET Pa mn 
和 
短线 ， 我 们 知道 , 平面 圭 连 接 商 点 的 琶 短 线 是 直线 段 , 因 
入 的 下 多 
在 定理 的 条 入 中 加 了 “小 区 域 :2 这 种 限制 ,是 因为 在 大 
范围 内 测 地 极 泽 标 系 不 一 宝生 在， 从 而 就 不 能 得 出 定理 的 结 
论 ， 例 部 , 在 球面 工 , 这 接 士 点 卫 、 的 测 屯 线 是 六 辣 ， 但 以 
了 , @ 为 端点 的 大 辐 骂 方 叶 条 ,下 中 短 的 那 条 是 超 短 连 线 , 长 


的 就 不 是 ， 事实 上 ,只 点 了 慑 区 域 人 的 范围 不 演 过 半球 时 ， 上 
述 定 理 是 成 立 的 ， 


G.4 高 斯 保 钠 公式 

加 拨 周 和 若 ， 平 南 虐 徇 二 镍 形 的 二 内 角 之 和 等 于 mm， 如 何 
把 这 个 定 吓 维 广 到 上 曲 时 二 二， 建 本 眉 : 
要 加 以 解决 叱 问题 . 

设 曲 线 避 是 :- 菜 在 前 硬 癌 上 上 从 
眉 光 消 的 闭 曲 线 ， 蕊 由 村 和 干 段 交 澳 昌 
线 人， Ca 半 民 攻 拉 而 组 成 ， 
共生 人 并 及 加 在 连 畔 
态 丰 外 着 一 个 从 时 为 的 的 “ 跳 
号 略 23)， 区 设 出 所 外 辣 衣 区 
城乡 是 册 轴 工 的 单 运 省 区 域 ， 我们 站 258 
选取 茧 山寺 的 正 交 网 作 汶 名 数 曲 鳅 网 , 并 抬 C 的 参数 方程 


5 


表 成 
人 
vs), 
式 申 ,wx(9) 和 ?为 弧 长 。 的 分 版 光滑 函数 ， 

设 9G) 是 如 在 * 处 的 切 问 是 与 & 曙 线 的 切 向 是 rr 之 亲 
的 夹 角 .。 那 未 , 它 沿 着 曲线 器 0 的 改变 量 是 可 用 积 分 | 9 
表示 的 .因此 , 4(s) 沿 着 的 总 改变 量 是 

| “6= 习 | ag. 
A i 


男 一 方面 ， 我 们 在 曲线 人 台 的 每 个 校 角 要 ， a 
曲线 3, 使 得 各 段 避 各 ?连接 成 一 束 杀 光 衣 有 曲线 六 
2-57) 这 样 一 来 ， 月 期 向 痊 范 谢 肝 线 Oo" 的 总 改变 时 为 
其 


| d+ d0 = 2r, 
ty Tr 


从 图 二 玉 看 出 ， 当 避 取得 充分 小 
了 时， 由 线段 > 县 


| dg 0. 
Co 
图 257 于 是 
je- 习 |. dB 2 — HO. “6.391 


勇 一 方面 ， 按照 测 地 用 束 的 加 维尔 公 武 {但 ,13), 痊 


0 1 -( RR, ra 0 a ). 
ds ov Ht ds A 


将 上 式 两 边 边 绕 虹 哮 已 一 周 关 二 对 长 和 作 积分 


六 这 一 结 这 的 严 格 证 昌 涉 蕉 天 整 潜 洪 从 江 何 党 的 “证 竺 指标 定理 ”， 这 里 从 
略 ， 


& 全 内 


rr 


[was {a9 {te Bdut Quy), (0.39 
we 


A 人 


并 卫衣 用 格 林 合 式 到 上 式 右 庙 第 一 项 积分 , 便 导 出 


T 、 、 
| 一 一 一- 
,7 
站 六 ， * 人 
一 da 
1 | 2 i ) 四 3 Ny ), | 
-| dt ed， 
人 
式 中 dA Fe de A Bde 


表示 区 域 人 2 的 而 积 诈 ， 
琅 后 ,指认 .2; 式 和 工 训 代入 .33) 式 的 古 问 , 便 得 到 


- 
之 如 [| 


i 


人 一 | | 人 本 ot, (6 .34 
了 
这 就 是 高 斯 - 保 纳 COauss Bonnety 公式 ， 

高 斯 - 保 纳 会 式 有 十 分 重要 的 几何 意 交 ,公式 霸 端 的 二 项 
依次 代表 点 时 举 、 线 得 深 利 面 曲 兴 ,和 而 会 武 表明 这 一 洗 之 和 等 
于 3237, 

高 斯 保 纳 公式 的 十 导 过 程 主 香 用 色 一 个 工 只 ， 刘 维 邵 
公式 、 格 林 会 区 和 商 履 方 各 ， 

站 条 煞 马 朋 二 革 泪 和 半 线 
Oi Os 六 或 时 赔款 放 
其 面 上 的 测 池 三 角形， 兴旺 习 
本 三 骨 形 在 晶 .上 的 扩 1 

机 图 2-68 研习, 一流 测 地 
线 Ci. Den 组 成 -一 个 润 地 图 59 
三 角形 44dads， 设 它 归 二 内 前 为 oa om ea 入 前 为 


* 时 最 从 = 


xo ol, 2, 8, 
由 于 G1, 2, 多 是 测 地 线 , 测 地 曲率 名 一 0， 从 高 斯 - 
操 纳 公式 得 出 
> Cn I dA a, 


因此 , 卓 面 上 的 任 一 济 地 三 角形 区 三 内 角 之 和 是 
Sant ||& ad. (6 .85) 


当 访 是 平面 时 ,高 斯 曲率 天 二 0, 记忆 平面 宇 角形 的 三 内 
角 之 和 等 于 廿 。 出 此 可 见 ，46.35) 式 是 平面 三 角形 的 内 第 和 
公式 在 曲面 上 的 推广 , 

车 总 是 常 曲 举 曲 商 ， 枫 斯 名 率 及 二 常数 ，c6.36) 便 成 为 
Bim-ztkA, (6.36) 


i= 


式 中 妃 尖 示 湖 地 三 角形 的 面积 . 
例如 ,在 半 知 为 如 的 球面 上 ,高 斯 


曲率 玉 一 小 -0， 从 (6.36) 立即 得 


cr 
出 ; 球面 一 角形 ( 即 球面 上 三 大 图 所 转 
图 2 89 或 的 一 角形 ) 的 三 内 关 之 和 大 于 严 ( 图 

3-59)， 这 -- 性 质 反 里 在 大 地 测 景 工程 中 . 

比方 说 , 我 们 下 广州 . 哈 织 滨 , 乌鲁木齐 三 个 城市 作为 球 
面 三 角形 的 顶点 ， 王 角形 厨 积 4 二 4x140* 平 方 公里 ， 地 球 沧 
径 为 6400 公里 , 高 捧 明 这 天 = 00) 二 2.5x TO0-8， 

i 天 十 <0.1 王座 

这 说 明 , 在 地 球 上 , 当 一 个 球 谓 宕 角形 的 协和 占据 半 个 中 
国 大 小 时 , 三 内 前 之 和 与 严 之 间 有 着 0.1 红 度 的 差别 . 
广 宣 知 站。 


若 访 是 负 和 常 助 染 曲 曾 ， 下 二 0， 这 时 , 测 地 三 角形 的 二 内 
角 之 和 小于， 

在 常 有 曲率 曲 曾 上 ， 湖 地 三 骨 形 的 内 角 之 和 和 同 ww 之 六 与 非 
欧 几 和 何 神 型 有 六 冤 二 的 孔 系 ， 对 此 我们 将 和 后 证 时 器 中 
作 进 一 纱 的 介绍 . 


如 .号 ”小 结 

本 节 琐 中 心 只 窜 十 射 鲁 - 的 湖 地 级 及 其 垃 几 

平面 土 的 直线 三 严 缮 于 仙 上 次 点 约 肛 得 谎 . 它 在 曲 曾 上 
的 拓 广 束 是 测 地 线 ， 不 过 , 测 地 线 这 个 概念 较 广 一 些 , 包括 连 
接 两 点 的 景 短线 在 内 ， 泗 地 有 得 讼 箱 [ 测 地 线 的 名 称 绥 早 是 从 大 
地 测量 学 取 洲 的 . 

测 地 线 的 特征 十 它 的 测 地 敌 率 三 =0， 几 和 何 解 舒 是 ; 由 线 
的 立法 线 和 机 击 的 法 级 一 该， 

测 地 线 的 微分 方程 纺 是 

人 中 0 (1, ®. 

滑 屯 缓 症 下 程 技术 由 的 记 用 ,就 是 复 荣 曲面 的 外 概 展 天, 
这 种 拔 金 技术 在 造 脂 . 肪 党、 汽车 等 工业 部 门 的 外 形 设计 和 制 
造 中 有 着 实际 韵 开 用， 我 们 将 在 了 .1 段 中 作为 例 了 了 来 介绍 

在 则 面前 正 交 图 下 ， 从 刘 维 外 公式 育 导出 的 测 地 庆 的 被 
分 方程 组 是 


dB [ee Ce tg 外 


ti 本 人 人 五 A 


Ei 了 - 
和 1 


我 们 已 经 利 骨 这 组 方 称 沙 得 车 二 烟 面 的 测 地 线 ， 


二 下 己 1。 


测 地 坐 祭 系 和 测 地 极 似 祭 系 是 轨 志 的 两 种 特殊 参 殖 自 续 
网, 其 特点 是 , (了) 正 交 网 ; (区 v 曲 级 是 测 好 比 族 ; (3)z 是 本 一 
全 测 地 线 的 中 发 多 雪 (人 第 一 -本 形式 化 为 

Tc, SA. 

测 地 于 人 标 系 的 优点 在 > “用 以 化 简 第 一 站 本寺， 使 得 
B=1, FO0. 

作为 测 地 曲率 揭 应 用 ,我 们 导出 高 斯 - 保 纳 公式 

Dot | 和 es 下 ad 一 ar 


公式 碟 症 包括 角 庶 , 滑 地 时 率 , 高 晰 曲率 等 才 何 量 , 它们 仅仅 
闻 曲 而 的 第 一 攻 式 有 关 , 所 以 都 是 内 在 几何 木 变量 ， 硬 
端 2 是 常数 ， 这 是 局 部 曲 嫩 论 二 高 斯 - 保 纳 公 式 ， 到 了 辖 
体 册 而 论 示 放 订 应 有 避 基 - 保 纺 公 式 ， 总 之 ,高 斯 - 保 纳 公式 
在 微分 儿 何 发 展 史 上 占 善 乎 要 的 地 位 ， 


第 七 节 ” 儿 神 出 面 脐 玲 


7 了.1 等 中 映射 
在 本 节 , 我 们 将 讨论 两 张 曲 所 的 点 与 点 之 问 的 关系 , 即 所 


谓 喘 射 。 研究 了 英 射 的 发 端 , 是 出 于 实 
际 问题 的 认 要 ， 例如 在 绘制 地 图 时 ， 
| 实际 上 就 好 到 球 刹 的 点 与 平面 的 点 之 
7 
? 


间 侈 -一 计谋 的 同 题 ， 它 就 是 球 侧 到 
于 加 笠 映 囊 . 
一 ' 落 且 , 给 定子 辣 张 曲面 
NN 


图 2-C9 六 


Stuy 人 


{7.1) 


1 人 2 


我 们 对 总 的: : 吉 厂 相 订 村 取 全 的 -一 点 也 "使 它们 构 碟 一 一 
对 应 

下 (7T.2) 
重 且 称 它 六 有 凡 面 访 避 曲面 总 的 里 笑 ， 如 时 用 大 类 (4 从 和 
Ge 0 分 呈 伐 表 研 各 站 | 辐 2-60}， 部 末 职 身 个. 信人 的 解析 


表示 可 写 为 
| 罗 LT.3) 
i 有 
这 


和 人生 其 可 x 
人 
Qt, FY 
沪 了 讨论 的 方便 ,我们 在 昌 面 上 作 优 数 变 约 ,使 得 两 
张 昌 面 的 对 应 点 有 相间 的 仍 数 值 ， 避 是 贞 射 个 .名 便 成 为 
> { 4) 
定 习 当 明 亩 访 到 下 十 访 ? 的 映射 信 . 信 保持 六 各 曲面 
在 对 应 点 的 第 一 若林 彤 式 时 ， 
fs 
就 称 它 为 等 距 上 里 射 ,或 者 称 总 和 站" 为 等 距 曲 面 。 
特别 是 , 当 具 射 如 ,4 成 为 等 距 , 悉 条 件 为 :西昌 面 有 攻 同 
的 第 一 此 本 有 乓 ; 
Ba, = Fu, rl, Fao, 1 =F"(u, 4 
他 和， 
北面 总 测 辣 在 等 虹 限 射 下 的 两 对 永明 线段 的 弧 长 机 
等 , 两 对 应 曲线 之 癌 的 来 角 和 对 诺 区 域 的 吾 积 也 吏 相 等 ， 等 
距 喘 射 的 酒 久 得 下 :SS 各 六 ?尽管 形 关 不同， 得 可 以 把 病 面 驴 
连续 这 形 ,使 之 与 昌 耐 访 " 格 贴 合 ， 这 星 记 请 变形 ,意味 着 : 在 
号 到 六 的 由 合 过 程 下 ,村 六 琉 不 撕 虞 ,双全 氏 折 , 节 二 无 仲 缩 
地 异同 到 人， 反 过 米 , 中 六 到 总 前 贴 合 也 是 如 此 ， 


汶 了 保 评 一 一 对 应 ， 


0. 


~ 
1 
六 


s+ 


在 等 焉 爱 射 下 保 技 不 变 的 几何 旦 ， 称 为 曲 而 的 内 在 几何 
量 . 按照 内 在 几何 此 决定 的 几何 性 质 , 称 为 男 面 的 内 在 性 
质 ， 困 虑 ,内 在 性 质 是 朝 商 在 等 距 碳 射 下 保持 不 变 的 疙 何 性 
质 . 

由 于 等 下 了 肌 射 只 问 临 曾 的 第 … 甘 村 形式 有 关 ， 所 以 我 
们 可 断定 ， 凡 是 用 瑟 、 玉 、 避 表示 的 几何 二 ， 必 定 是 内 在 几何 
其 ,包括 曲面 曲线 的 缴 长 .两 曲线 的 交 弟 ,、 曲 记 谢 积 .高 斯 曲率 
五 . 测 地 曲率 fo 等， 由 好 可 见 , 晶 面 的 淹 地 线 和 高 斯 - 保 纳 公 
式 都 具有 内 在 儿 枉 的 意义 ， 例如 , 两 等 距 曲 面 的 测 地 线 互 相 

间 内 在 性 质 相 对 照 , 我 们 考察 曲面 的 外 在 性 质 ， 后 者 经 
过 等 距 蜂 射 就 会 发 生变 化 ， 它 们 和 曲面 移 第 二 基本 形式 都 有 . 
关系 ， 例如, 疝 画 的 法 和 率 、 朋 率 线 . 主 切 曲线 、 脐 点 .平均 曲 
率 五 等 等 ,都 其 有 外 在 性 质 . 

研究 曲面 内 在 几何 其 各 内 在 性 质 的 几何 学 称 为 内 在 元 何 
学 . 内在 几何 中 所 讨论 的 问题 部 是 围绕 着 必 ? 而 开展 的 ,局 
曲面 的 变形 无 关 . 

【和 例 1 下 列 的 两 曲 而 是 等 距 的 ; 


尖 链 面 . 
S, Fr— {aon 4 oog 8, toh in 上 人 (a ) 
人 & 0 dr 
正 赂 而 


. . LE 
SS. Fr—= {teu, vsiny, a ( , 


ooo 
实际 上 ,六 和 号 的 第 一 基本 形式 分 别 为 
SS. ts"— oh 7 dO dn), 
SB", ds = Cv + ed dv. 
* 定 和 车。 


我 们 用 参数 变换 


17 外 


及 Ha i, A et, ha 工 
[2 ” 上 


又 得 出 曲面 六 的 第 一 些小 形式 为 


ds ced oh 工 . Cad- cdf) -cs 


EE 


图 2-61 


= 闪 导 5 = 


正 螺 面 与 基 链 是 外 在 弄 状 不 同 的 辐 种 遇 面 ， 单 任 直 观 印 
象 , 很 难 想象 两 者 此 可 变 描 的， 网 3-61 症 了 怎样 从 正 螺 击 出 
发 ,经 过 笑 浙 的 变形 , 变 成 … 虹 已 链 人 所 的 过 程 

有 共 这 例子 爱 出 ， 判 断 两 张 出 眠 六 与 六 是 坦 等 中， 关键 在 
于 有 没有 象 太 ,四 这 样 的 参数 亚 概 式 ， 侦 得 驴 与 在 对 调 蝶 
具有 各 同 的 第 一 基本 形式 . 

一 般 好 说 ,里 对 栈 些 而 S 和 说 作出 等 距 性 判断 ,并 不 赛 
易 . 我 们 必须 寻找 形 如 .本 的 参数 室 换 式 , 这 需要 有 -一 定 的 
找 巧 . 

因为 高 斯 曲率 下 配 间 面 的 内 在 儿 柯 量 , 它 在 等 上 距 映 射 下 
保持 不 变 。 因 此 , 天 的 不 变 竹 古 为 了 判别 有 昌 面 巧 否 等 距 的 必 
要 条 件 ， 例 如 , 凸 曲面 ( 民 >0) 与 鞍 册 (下 光 介 不 可 能 等 距 ， 

在 8.3 段 ,我 们 要 证 明 ; 当 太 一 太 * 一 常数 时 , S 与 9* 必 
定 是 等 距 的 。 这 就 是 说 , 两 个 常 由 率 上 曲面 访 与 SY 等 距 的 充 
要 条 件 是 下 = 下 *, 

可 殿 上 时 面 的 五 一 0 习题 七 第 和 皮 )， 所 以 任意 的 两 可 展 
昌 面 起 相等 距 ， 当 然 , 可 展 遇 击 和 平面 等 距 ， 直 观 意 义 是 : 可 
展 临 面 可 以 经 过 无 伸 峭 哆 变形 , 僵 它 与 平面 棚 贴 合 “可 雇 ” 
的 名称 就 是 由 此 来 的 . 把 -: 弦 六 纸 无 伸缩 吧 变 形 , 便 能 够 造 出 
一 种 柱 面 、 锥 面 或 切线 而 5 本 2 602) . 


we 公关 后 。 


【全 2] 外 板 民 本 
在 澡 般 三 中 ， 稻 体 由 而 感 由 尝 演 岂 弯曲 航 钢板 焊接 起 米 
的 (图 2653)， 而 路 弯 由 的 弄 极 出 于 板 思 轧 而 成 ， 服 力 之 竟 ， 
| 极 切 ' 光度 天 进 癌 沁 侣 ， 大 入 慨 议 让 伍 据 六 板 的 出 过 由 
形 , 使 街 它 经 过 茹 3 二 这 到 第 人 癌 上 装配 时 ,和 和 邻 两 块 
钢 扳 的 过 四 导 下 订 雪 合 元 中 。 这 项 工作 称 为 外 扳 晨 开 ， 也 是 摄 
会 投 术 中 等 别 重要 的 辣 是 


利 : 船 体 断 面 上 大 蜀 剖 从 总 是 可 以 无 误 美 地 展 成 平 
面 的 ， 梢 反 , 厅 天 关 站 ) 他， 
具 能 近似 屯 腿 成 证 研 ， 对 于 这 人 
ee 直 人] 3 上 妆 半 洒 了 | 站 二 __| 2 
帮 区 天 ， 我 们 煤 把 亨 概 全 量 简 上 -让 ; 
比 轻 小 旦 ， 以 尽 可 能 让 个 虹 政 


时 的 变形 至 变 。 近 米 ， 国 因 和 外 本 

造船 上 玉昌 一 种 泪 迁 交办 

用 计 妈 机 可 担 朋 便服 商 状语 AT 7 

斯 彩 率 ， 证 点 晒 计 个 布 氏 H 关 7 大 0 / 

2 然后 按照 商 题 且 : 计 [ 庆 A 

小 米 湛 守 外 经 八 广 ， A 
对 性 大 一 J 的 区 城 ， 外 概 图 2-65 


= 是 可。 


展开 的 过 程 就 是 寻找 曲面 SS 到 平面 下 的 一 种 等 距 映 射 。 把 
土 艺 方法 简要 地 翻译 成 微分 几 癌 的 诸 下 ,就 是 ( 国 23-605)， 

(1 在 曲面 态 上 决定 - -条 漠 地 线段 (os 

(2) 当 Co 等 中 映射 成 于 下 于 小 的 直线 段 避 时 , co 与 
ca 的 长 度 相 等 

(3) 在 曲 谭 总 上 作 一 族 汪 让 于 上 的 田 线 段 (人 一 填 
2 

C4) 把 GG 等 距 上 映射 淤 自 甘 了 出 著 吕 语 = 2 
时 ，C 和 6 的 长 度 相等 , 疝 晶 做 到 :Ow 

《5) 在 平面 五 上 获得 两 询 几 “2” 导 标 下 的 点 , 再 用 光滑 
划 铸 连 戌 两 条 旷 线 左 本 利 忆 ; 

{6) 曲线 段 肝 如 上 太 CY、… 避 组 成 事 概 的 于 边 四 过 


习 题 十 


工 斌 证明 : 螺 访 而 r 一 4costw esina g++ 路 和 旋 连 单 叶 冯 曲面 
?一 {peosg, prnd， vp -1 ; .有 辣 存 在 着 千 距 映 帅 : 


上 一 十 话 
-i -1 
站 、 试 评 明 : 对 于 共有 有 线索 
闻 I 4 ; ss 
de 二 


的 湖面, 和 道 过 号 泪 
J 2 t 多 
ly 

可 使 宇和 平 硬 成 知 距 对 应 . 

由 出 的 李 面 点、 观 则 点 、 攻 尼 

和 4， 试 证 明证 列 每 对 曲 厨 之 | 辣 : 世 在 训 各 首 i 

和 3 球 出 ;全 ) 杜 抽 人》 单 中 以 由 

“全 。 


le 
全 


了 .了 共 形 映 届 


等 中 上 映射 具 第 许多 及 后 的 性 质 ,因为 道 过 它 ,我 们 能 名 把 
一 张 曲面 无 接 伸 . 泡 让 迪 生 党 形 为 卸 - 一 张 肿 面 ， 世 是 , 等 中 映 
射 的 条 件 太 强 , 凡 葡 大 评分 于 条 之 癌 不 存在 等 距 有 射 . 

我 们 草 道 , 球 摧 与 直面 之 问 不 在 在 等 距 占 射 ， 为 了 绘 岗 
地 图 , 特别 大 为 子 纵 制 洲 沿 . 汰 要 用 到 球面 到 平面 的 陕 和 对 使 
得 球 窗 的 惠 个 方 身 之 疗 的 交 攻 能 够 保持 下 来 ， 坟 便于 航海 之 
用 . 本 正 旨 介绍 的 此 形 蚜 射 就 古 这 种 映射 ， 

定义 假设 是 击 总 中富 阿 的 一 个 唤 射 4 其 答 保 儿 
的 性 成 ， 就 是 说 , AS 的 仔 芝 工 广 向 之 癌 的 严 角 经 过 这 个 贞 射 
后 仍 椒 改变 , 开 未 成 凌 它 局 和 共有 形 映射 ， 

大 (3. 习 得 让, 访 厢 | 的 第 -一 牛 不 量 成 比 们 ， 

Bin pl, Hy, 4), 
im, pli, YR uu, 4), {7.60) 
人 


蒜 币 
dg of, ads”, 《7 9) 
式 中 ,pf 四 守 0， 这 各 我 们 说 : 3 和 人 是 共 形 的 ,特别 
是 ,Pt 站 二 1 时, 丰 习 绒 壬 成 为 等 距 酉 射 ， 
定理 任何 昌 放 年 与 平面 二 形 的 ， 
在 此 不 锥 普 详 述 这 个 定理 的 证 明 ， 具 是 指出 它 的 一 个 等 
价 定理 
定理 在 全 车 有 硬 六 下 ,必定 存在 一 组 参数 (wu, 功 , 使 得 
它 的 第 -一 十 本 形式 化 为 
ds DT 《7 .8) 
这 种 参 凑 称 为 等 澡 大 并 


* A 


系 任何 两 张 册 面 必定 是 下 了 谍 的 . 

先 作 冰 形 映射 趟 > 而 HH 于 作 另 一 此 形 上 映射 使 六 -> 
另 一 平面 H*"， 二 后 作 和 了 "之 阅 的 共 形 峰 射 ,其 结 黑 吉 臣 
记 求 的 共 形 可 射 ,> 

至 于 两 平 注 的 共 形 上映 出, 李 证 到 解 闪 是 数 论 , 在 此 导 覆 . 

和 企 保 阴 的 意 六 下， 订 以 吐出 从 种 适用 二 不同 对 但 的 闪 王 
上 映射, 把 本 而 映射 到 平面 工 . 

【 稍 二 考 上 托 投 虹 

半径 & 的 球 钠 方 称 可 写成 


和 "Er 
T= {tcosp e080, weonpeingd, enin wp ( sr | 
一 于 全 几 必 可 
2 儿 
第 一 基本 形式 是 
ds — a (oo08T wp dp dy, 


式 中 , 8 上 曲线 和 8 曲线 分 别 代 家 球 节 的 经 二 鳅 ， 措 4 改写 
成 . 


Os = 0 0g pe [0 : 人 人 了 1 。 (7 .9) 
US 
现在 梁 定 下 剂 参 数 变 换 
光一 
5 证 7 .10) 
| 8 一 1nm 包 ( + ‘ 


使 得 球面 的 第 一 基本 洪 忒 个 . 龟 训 为 经 温 形式 
ds =plr, otdr .dot). 
有 只 台 区) 让 等 和 ,加 个 球面 苹 拒 圈 射 到 Oxy 平面 的 带 状 


区 域 
{ Qa er 
一 0 


中 。 这 种 觅 射 称 咨 喜 让 托 CMerecatw) 捞 游 ， 星 期 被 人 们 用 来 
2 这 并 


| 


绘制 浒 图 ， 在 这 如 党 图 二, 球面 上 的 经 线 8 第 数 ， 是 省 Oary 
平面 未 名 光平 的 半生 第 数 ， 芝 各 # 抽 的 盏 
富 开 段 灶 达 的 ， 

于 上 与 缀 线 成 等 外 的 昌 线 称 为 
行 就 线 .， 因为 凑巧 映 革 起 保 币 的 ， 斜 
Org 二 面 的 对 这 线 是 同和 4 玫 
拭 定 蕴 司 强 战 者 2.50)， 


2 
ee 
he 


【 例 3 引 球 楼 找 影 

球 极 投影 是 于 证 刘 二 的 区 一 引 下 素 且 和 届 ， 

加 图 2- 的 亡 江 ,我 洁 队 蕉 径 注 的 球 而 的 北航 (9, 0， 
23a 作 射 线 ， 枯 它 分 列 抽 球面 和 Cu 于 着 相 交 于 虚 卫 和 和 蕊 *, 
趴 纤 


DP->P" 
称 海 球 极 贡品 ， 汽 人 里 访 中 的 角 虹 吉 香 入 为 小 示 点 了 {%， 
| 了 
人 有 一 jin GP Hays, /POP=,, 
便 有 


二 十 员 1 a 


Or os Yoon 于 


yD eeyt sinuy 他 .1 
| i, 
和 
Te Dena 
Ya be sin C7 ,12) 
0, 


我 们 到 定 0<w<2r, 0 于 ， 关 把 名 .1 人 ) 和 (7.19) 分 
别 看 成 球面 与 平 癌 的 做 狐 志 其 .于 基 奈 面 与 平面 的 第 一 基本 
形式 依次 是 

de = 40 Si en oe dy, 


er” a : s 
Cs 和 一 (sin om Ge Ce 
COBY 条 


由 吐 订 见 , 球 极 投影 是 球 克 到 汪 而 的 小 形 上 映射. 

等 距 卫 射 和 和 共 形 瞻 射 在 是 在 论 中 征 基 恒 要 前 当然, 还 
有 其他 上 映射， 如， 签 积 映射 5 保 择 对 应 区 域 击 积 不 变 的 胰 射 )， 
测 地 可 射 (使 两 此 面 的 测 地 线 开 相对 席 的 遇 射 )， 等 等 ， 它们 
都 基 等 踢 上 映射 的 拓 )“， 更 广泛 芍 要 算 拓扑 上 映射, 即 连 续 遇 射 ， 
它 不 附带 任何 其 他 条 件 ， 


7 了 .3 高 斯 映射 


等 中 映射 和 共 形 员 射 部 基山 昌 而 之 邮 的 映射 本 段 介绍 
和 鸭 高 斯 虐 射 ,是 曲 硬汉 单位 球面 于 的 遥 寺 ,证 的 是 为 了 研究 有 曲 
面 自 身 的 弯曲 情况 ， 特 别 古 六 了 说 贡 高 斯 曲率 无 盘 几 何 解 
靶 ， 

柱 曲 硬 访 ，F 放 虞 Pfu, 站 和 作 单位 法 间 措 
型 (5 中， 并 盏 行 移动 下 人 司 它 的 总 所 人 台 于 原点 已， 那 末 , 姑 的 


4 地 


终点 祛 焉 旬 以 口 为 球 心 的 巧 位 球面 总 的 -一点 P"， 我 们 称 从 
访 到 访 的 这 一 时 时 
Ey 
为 时 调 的 高 斯 虫 硅 半 吕 这 1 
在 识 氛 呐 和 过 全 
上 上 的 一 个 点 供 衬 ， 了 的 方程 流 
HH= Ru 1. 
点 祭 可 能 是 球 曾 下 一 个 所 碱 , 巷 
尝 基 一 条 肝 弘 或 一 个 点 站 村 2 的) 
我 们 蒜 委 保 访 的 强求 海 
咯 Ji 访 的 第 三 基本 形式 ， 市 记 作 人 
I]. wha. 


它 与 训 的 第 一 入 下 让 放 ; 
[oF 
[fpr 


在 形式 上 痛 首 革 种 对 福 性 :. 


自主 夫 窜 二 


定理 ” 油 面 号 的 三 个 基本 形式 之 间 存 在 着 关系 式 
[IT -2 KR [=0, (7.13) 
其 中 下 和 开 分 别 焉 示 态 的 高 基山 举 与 平均 曲率 ， 
[证 】 我 们 选 陪 六 的 曲率 角 为 矢 数 折线 。 则 有 罗 得 里 
克 公 式 《 和 .29) 即 


Hy = Ri 
成 立 , 式 中 名 和 名 人 分别 衣 示 东 小 和 最 太 主 曲率 ， 由 于 
d= Rad ot rd ko dey), 
因而 有 A {1 — Ea) Tuy, 


OR ht he hi 
将 两 式 了 两 边 分 别 作 点 莱 , 并 注意 到 曲 举 线 网 是 正 交 网 ; 
PF 一 0, 使 吕 导出 
TII—2HI+ EI AR | kadr). (ani kdr) 0. 
这 就 证 明了 (7 .13)，1 
按照 高 斯 映射 ,还 可 导 王 高 搞 上 曲率 下 的 几何 解释 . 
出 上 出面 论 的 忒 本 公式 沿 .t4 人 得 出 
站 ,一 之 [DE 之 my 


于 是 
Fh T= CF oF X Crt ma) 


1 
人 9] 


= ot 


je 
我 们 把 地 .1 芒 看 度 二 阶 香 陈 机 滋 关 系 ， 并 求 它们 的 行列 
式 ， 


1 
ir x ro), 


Ie ew 门人 11 
dtl yee] os | oot # 
[a Coa | ,Ny | i yg 
LRN -lf . 
Te 一 五 
OE * 


二 想 码 虽 二 


[ .147 
划 果 注 意 到 1 x eh 有 [天 交 玫 相 人 六 于 是 上 曲面 


总 和 水 亲人 的 轴 各 元 汪 ， 
疆 林 邓 . 革 民营 胃 ， 疝 后 
砷 率 绝对 芹 | 站 | 答 误 大米 
蔓 夯 的 面 入 总 过 的 比 作 ， 
按照 积分 和 的 形式 呵 把 这 --- 
结论 染 达 得 玫 僧 茹 此， 

设 Ni 才 x 
多 在 高 斯 茹 对 广 下 被 里 
射 到 球面 训 的 区 城 必 " 站 270 
而 且 它 们 的 面积 分 别 是 4 和 4， 和 2 对 应 二 参数 平面 
的 同一 区 域 D( 几 2-70),， PE Pe CA 

站 


出 面积 公式 得 : 
有 4 一 i aa 


及 让 


4 -由 Le -| Ei rr, dudo. 
六 


当 区 天 多 乏 渐 缩小 独 卫 点 时 ,利用 和 分 中 值 定 避 ,得 


| | 1 | ,du 
lim = lim 一 -一 AD) | ， 
EP 773 | | PF, xX Pe eu 
+ 


这 就 是 商 斯 面 宇 绝 避 汪 的 玫 何 意 立 ， 这 种 解 群 纺 大 们 的 
直观 认识 以 科学 的 论证 ， 内 为 当 男 疝 5 在 了 点 附近 较 平 坦 


+ 斌 上 析 * 


时 ,直观 上 和 看 来 , 全 "的 面积 是 处 大 的 ; 反之 ， 当 号 在 了 点 附 
和 近 弯 曲 较 大 时 ，2"” 占 站 而 入 也 六. 
关于 高 斯 由 率 符 号 的 几何 意 广 ,这 里 谣 以 略 陪 . 


了 .人 小 结 


工 、 等 距 映 射 

等 距 上 映射 保持 两 曲面 访 和 访问 对 应 曲线 的 长 度 不 变 . 
若 用 同一 组 参数 Co， 怠 代 下 此 曲 百 的 对 应 点 的 侍 标 , 则 等 距 
映射 的 解析 条 件 大 ， 

了 一 一 站， 一 

凡是 由 第 一 基本 直 决 定 的 儿 何 量 ， 和 包括 , 纠 长 . 夹 胡 、 面 
积 、 高 斯 时 举 严 、 涡 于 砷 率 高、 沽 地 线 等 等 ; 在 等 距 频 射 下 都 
是 不 变 的 . | 

等 此 机 射 的 儿 何 意 交 是 : 曲面 写 经 过 无 伸缩 的 连续 变形 
后 ,和 了 旧 向 六 析 同 合 . 

只 有 相 展 晶 而 能 够 与 平面 有 等 路 映射 ， 这 在 扳 金 技术 中 
称 为 “曲面 晤 开 ”. 

2. 共 形 蜂 射 

共 形 映射 是 保持 商 曲 击 总 和 号 的 对 应 曲线 间 的 活 第 不 
变 的 . 沙 用 同一 组 参 获 Go 站 代 赤 阳 划 面 的 对 应 点 的 伐 标 ， 
那 末 共 形 上 映射 的 解 梧 条 件 起 : 

EpE’, 下 一 PP Gd-pG” (p00. 

任意 贤 张 曲面 之 网 痢 可 建立 直 其 形 中 射 ， 球 面 可 以 芍 
波形 映射 到 平面 .大洋 从 此 得 齐 几 和 绘制 到 图 的 有 效 方 

3 高 斯 映 英 

高 斯 映射 是 蝎 西 到 单位 妹 面 上 的 隐身， 则 的 为 了 研究 曲 


= 王 虽 在 = 


亲自 喜光 宣 慎 和 恒 带 . #4 对 值 


| 去 | 的 卫 何 落 


全 作证 手 珠 三 
名 .J 全 脐 点 曲面 


我 们 症 下 .2 训 定 多 于 是 的 蘑 丰 ;加 ; 寺 到 此 任 间 
启 阴 法 当 率 部 相等 的 点 ， 汪 上 何 意 多 村， 出 中 这 


和 切 方 


是 洛 谷 


个 切 方 向 均匀 地 窒 则 的， 评析 条 御 旦 ; 在 这 点 和 一 如， 即 


曲 认 点 成 为 脏 点 国共 全 是 在 这 点 (.1 权 式 成 亲 : 
Er 
依照 比 合 国 了 产生 在 注 于 尾 上 分 开平 由 班 癌 点 两 
i}: 站 点 者 是 于 点 ,球面 革 的 点 尘 想 半点 (地 习 明 七 第 
二 的 各 都 贡 脏 二 时， 称 它 为 全 脐 点 苗 面 ， 平 
着 5 全 脐 点 旺 证 ， 度 过 来 ,我 们 证 明 
定理 个 脐 点 肝 便 忆 为 球 而 玻 平 硬 的 一 部 分 


(8.1) 
尖 ， 平 
3 题 )， 
和 i 球 


【证 ] 根据 定 六 ,在 全 脐 点 明 谓 上 条 件 仙 .成 江 ; 


Oi pin tH, Fj, 2), 
根据 如 曾 论 鲜 雄二 公式 宣 .I4, 我 们 得 到 
Wh RT ps Ty 
= pe 


由 下 中 丰 六 洽 二 类 


0 dm 
i i Er 


从 而 Cp oT 


(8.2) 


(8.3) 


和 信和 TT 


即 Bp rr (了 D), 


特别 取 5 一 3, 4 一 也 


Bp po 
Bi du 
可 是 后 与 入 是 线性 无 区 的 ,所 以 
[a _. Hr 
Br dr: 0. 
因此 ， pt po， 
| po™ 0 时 ， 出 (3. 仿 式 ， 
He HR 0), 
该 和 一 错 问 侍 天 0 


所 以 曲面 变 思 平面. 
当 po 苦 0 时 ,条 (8. 沪 式 ， 
dan pr)—an | pod Wad! Derdu 0, 


+ 


得 分 得 用 十 Po 和 人 全 质 在， 
从 而 [7 一- 工 ai| | 到 
po : |eol 


这 表明 曲面 基 以 一 丘 为 妹 心 … 二 为 半径 的 球面 ， 1 


号 .号 ” 极 小 曲面 
定义 平均 曲率 豆 一 0 的 及 而 称 汶 板 小 曲面 ， 
如 下 交 记 示 , 这 业 曲 而 之 庙 以 称 为 “ 极 小 ”是 由 于 它 在 变 
分 学 上 县 有 极 小 曾 想 ， 
设 曲 面 的 玲 水 式 为 
SS, FF ,ul, 2 ED, 
天 人， 2) 为 上 四 而 的 单位 法 向 晤 ， 取 一 个 定义 在 五 上 的 任意 数 


”* 产 号 疗 “ 


量 卫 数 上 Oo w}, 并 作 贡 而 族 

Sl FPF, FP ds, Rn 1, (8.4) 
忒 中 tt 是 大 散 ， 六 -0 时, 久 奈 
基山 而 入 我 人 让 大 在 口 附近 变 
和 动 ， 则 对 诺 欧 出面 癌 也 加 证 在 时 
面 入 附近 变型 的 ”“ 孝 近 有 虎 而 拉力 
3-717 ， 

为 了 考察 上 用 而 点 的 在 如 ,我 们 
先 计算 第 一 基本 六， 从 


Fi Ft th, 


Ty th tA, 


OE DE sk EE 
= BRL OO, 
本 一 HH 人) 
OT tN OY, 
式 中 口中 代 表 英 于 霸主 少 是 二 阶 的 微小 数 是 ， 
监 面 总 的 平均 曲 褒 荐 
人 -2MF 


上 全 和 
五 - -一 于 二 读 -， 


所 这 
Eo (FO = Eo — 2 LG —2MF+NE ON 
BG EY AE Ou), 
也 是 禾 面 部: 的 耐用 1 可 下 成 
A ji 和 


中 


-| TA ON AGE 二 和 ed 


1 


4 


是 带 参 变量 二 的 积分 。 葬 边 圣 求 导 , 开 了 到 1-0， 得 到 


dd! 但 A 加 FR] 
一 < i i -f 0 
3 | SN TT IR OU ov BG— DYdu do 


中 ax 二 Vv EGTF™ do (8.5) 


在 此 基 硝 上 ,容易 证 明 
定理 SS 为 拉 人 小 籽 面 的 充 蔚 条件 是 ; 总 的 而 积 达 到 逗留 
值 , 即 4C0) 一 0. 
【证 】 必要 性 计 下 显 前; 只 窟 证 时 充 耸 性 : 
假设 40 一 中 前 羡 在 闭 的 基点 (on 相处 不 是 零 . 我 
们 不 妨 假 定 甩 Ge，20 关 和 由 十 玫 征 连 继 中 数 , 五 中 必 有 
点 (ao， 9) 的 小 都 域 . 了， 使 得 在 芷 中 如 二 0， 我 们 攀 选 这 样 
一 个 计数 疡 生得 在 五 上 Ase0， 交 fo to) >0, 在 .全 ' 奸 
0 对 本 这 标的 太 Cw 及 属 有 起 的 二 端 小 于 0 这 生 
4 0) 一 0 巴 丰 ,证 毕 ，】 
冰点 说 明 ， 
(1 如果 册 徊 二 的 面积 同 它 的 “邻近 曲面 ” 避 相 二 较 莉 
要 小 , 邦 末 41( 虽 ) 一 0， 从 府 二 一 0， 轩 此, 5 称 为 极 小 断面 ， 
(2) 条 件 4(0) =0 并 椒 意 尿 着 胆 侧 访 的 面积 必定 极 小 ， 
所 以 在 定理 中 称 为 “逗留 舍 ”而 木 叫 “ 报 仁 ”， 进一步 的 讨 论 
涉及 到 4 《0 的 答 好 ,这 里 从 赂 ， 
极 小 曲面 的 物 王 现 理 在 汉 1 2 民 亲 题 我 们 将 一 段 科 闭 诛 
将 叫 浸 入 肥 生 滚 大 取出 潍 , 会 有 肥 皇 联 耐 而 附 在 C 上 ， 关 以 
铁 冀 吕 为 边界 ， 肚 拒 液 的 才 而 张力 佑 得 瑟 膜 曲面 面 科 缩 到 
家 小 ,于 是 吾 =0, 该 膀 面 全 总 极 小 册 面 [. 
若 扶 丝 口 是 平面 闭 有 曲线 , 于 本 张 在 如 上 上 的 皇 及 必定 征 平 
面 。 平 而 让 主 玫 交 烷 少 宙 而 ， 


= 证 OO 。 


我 们 将 马 弯 大 适 首 其 苇 的 卫 昌 线 , 便 能 利用 各 液 “制造 ” 
重音 亮 的 摄 小 利生 各 者 冯 7 


-一 一 
Hl 1 
四 

图 2-72 图 ”2-73 图 2-74 


取 : 对 各 网 的 癌 形 铁 织 , 各 着 如 举 混 入 色 液 ， 取出 后 小 
它 志 分 开 , 并 且 时 时 保持 四 湖 平 硬 涝 址 于 机 加 的 连 心 线 ， 根 
撕 对 称 外 ,地 苞 渣 面 一 定 丰 旋转 而 ， 刘 下 文 的 酌 所 示 , 锌 小 临 
芹 姑 玉 是 旋转 而 ， 它 必定 十 基 链 调 ， 末 此 ,图 2-73 所 示 的 所 
忠 遇 面 苦 巧 链 商 . 

出 习题 七 第 逝 内 辣 , 和 芷 链 而 和 焉 螺 面 都 是 极 小 昌 耐 . 用 
其 段 圆 害 坚 钱 利 车 放 线 这 大 一 拌 闭 遇 级 ， 并 把 它 淄 入 电流 
中 绢 氏 的 电 及 昨 两 莽 至 正 野 而 ( 了 向 24， 

【全 1】 乓 旋转 前 六 天极 小 蝎 醒 , 则 及 必 有 是 县 得 面 。 

实 了 足 上 ,说 议 转 商 和 所 方程 为 


SN, FT, Fsin yw, #}, 
点 的 第 一 于 证 二 革 本 硬 如 下 ， 
Pf FD, i 
rr 
一 TT 二 i , 区 一 i 工 . 
~ 1 vl 
加 , fC 
lH ji 和 0 入 
把 这 点 焉 于 代入 广 Tr ， 得 


+ 时 S11 * 


便 有 有 1 FY 
为 了 求解 这 个 一 阶 常 微 分 刻 程 式 , 先 将 它 改 写成 
fF 


了 I 
两 边 积 分 后 得 
fos TITTY 
其 中 。 是 正 的 积分 常数 ， 丁 是 
df _ Ny 
jv Ys) i. 


了 


肯 次 积分 得 到 
了 一 ccch 人 : 6), 
5 是 田 一 积分 常数 .这 表明 驴 是 转 链 面 . 

具 上 面 我 们 看 到 了 了 ,平面 . 蕊 链 而 、 正 螺 侧 都 是 极 小 曲面 . 
它们 或 者 是 抛物 的 (区 一 0), 或 者 是 六 曲 的 CK 过 办 ， 一 般 地 ， 
极 小 曲面 上 不 存在 椭 国 点 , 即 六 -<0， 事实 上 , 从 了 及 =0, 主 
曲率 如 = 一 加 ,因此 高 斯 易 率 太一 本 二 一 各 二 0， 


习题 十 一 
I 总 斯 昌 率 下 一 0 的 施 畦 节 曙 着 怎 主 呈 册 曾 。 
， 设 路 锥 曲面 7 二 eeosu esina gj} 为 极 小 的 面试 证 它 必 定 是 
3， 试 让 明 下 列 名 面 是 极 小 此 虞 : 
《1 BeherE 曲 曾 : 一 二 2 常数 和 
攻 


人 


(C2) Eoneper 此 全 ， 
r= {BT re a, Bol HD wt, 3 — 2)}, 


号 .3 常 曲率 曲面 


定 久 高 斯 虹 深 雄一 常数 的 四面 , 称 汶 常 曲 率 易 面 ， 
Fr 全 下 守 


形态 ， 接著 讨论 正 的 和 和 负 的 常 尼 雍 曙 调 ， 按 照 第 
作出 曲面 的 内 在 才 何 意 六 十 的 他 类 . 
定理 1 高 斯 出 深 太 一 的 腹面 十 可 习 出 向 . 
【 壕 】 假定 太一 89， 我 们 采取 驴 的 昌 京 到 ( 


我 们 先 研 究 到 =0 的 齐 而 ， 类 是 这 甘 常 蛋 举 侧面 的 具 训 
一 基本 形式 


的 
2 作为 做 


数 晶 线 , 则 玉 - 0 了 一 0， 天 于， 0， 本 妨 报 定 基 一 0， 


按照 此 面 在 正 区 网 上 癌 志 本 会 未 坷 :9 得 出 


- 五 。 NM 
了 一 一 再 六 一 人 人 


就 是 说 ， 上 曲面 的 法 疝 册 得 与 黎 数 公演 闫 ， 鹅 一 天 [5 . 


S 的 切 平面 族 仅 仅 依 顿 于 单 会 数 r， 从 而 总 可 将 成 
商 族 的 包 络 ,所 以 是 可 挛 册 | 而， 


这 表明 
前 党 数 平 


定理 2 设 黄 赂 国信 而 SY 其 有 同一 常数 的 滞 斯 出 党 太 ， 


则 它们 是 等 距 的 ， 生 于 第 … 尖 本 湛 必 按照 太一 0、 
而 分 成 三 种 形式 ， 
(1) 污 太 --0 hl， 


ds = 


(2) 当下 -到 -1 


(3 当 K- i 0 
[4 


2 - 是 
人 


人 


0 


(8.0) 


(8.7) 


{8.8) 


EE 和 雁 明生 下 这 全 训 记 机 的 第 一 


基本 形式 可 写成 (网 中 .0 1 
de ddr, Ly, 


(8.9) 


“全 蕊 号 * 


CD, 1 一 由 (8.10) 


了 


这 和 时, 娘 一 4， 六 一 0 出 襄 斯 方程 (5.26) 得 知 
A 一 A 人 Da 


或 写成 
2 ~ or 四 
Dn 


党 下 =0 时 ， 肌 


人 


v0 (8.11) 


得 出 vd BY, 
可 是 这 时 人 和合 .19 训 以 本 0 了 和 (一 0 所 以 好 = 工 
(人 当天 =- 芒 20 关内 全 1) 得 出 


人 


i ， pe, 
NA Brirysin 一 - 
a 仇 “ 


这 村, (8.10) 宣 为 i 0 因 且 ,分 一 cogs 二 . 


四 1 es 
(3) 当 下 .- i | 全 得 出 
PT oo 
NT sh- 
: i 窒 


这 时 8. 人 并 为 4 = 了 BO 0 辐 玫 ,GF 二 eh 二. 证 
毕 . 了 
下 
经 过 变形 之 后 ， 紫 不 人 或 者 
说 , 平 业 经 直列 作 缩 咎 过 贡 杰 天 .可 松 它 和 加 面 S 相 贴 合 . 
我 们 已 芭 完全 认定 了 可 县 轴 而 ， 它 就 是 入 而 下 是 叙 基 刘 
基 若 线 曾 ， 


世 县 天 二 .* 


对 于 正 的 或 针 隐 常 向 汰 理 站 谤 十 基 素 执 王 末 谢 淮 
的 . 然而 ,人们 更 姑 甘 估 多 二 3 和 
的 第 一 葵 本 形式 ， 期 荣 明 于 二 记 1 
和 在 几何 性 质 ， 1 
从 内 在 此 条 和 度 奉 ， 外 等 下 的 | 


可 


的 内 


带 都 浙 威 措 同 的， 我 们 可 志 选 掺 
其 市 一 张 则 | 面 作 光 詹 于 出 加 攻 i 代 
家 ， 根 据 定 球 水 常 曲 率 测 谭 族 晤 站 
斯 旧 率 不 的 符号 分 成 司 类 ， 销 一 六 图 275 
一 上 代表 的 向 而 起 下 i 第 生 业 太一 + ,入 志 区 由 人 徊 让 
六 
下 而 就 讨论 这 个 尊 题 ， 
加 时 Ow 
| 六 ‘Ai i, 


- (0 -和 5) 
| -=-. -wl oe i tn te 2), 于 


L 


el 


7 在 


的 


作为 由 线 , 机 号 把 党 绕 = 狂放 转 , 人 之 生还 一 个 驻 转 面 , 即 伪 
球面 “ 冶 23751 
实际 下 盆 闻 而 的 方程 而 写 砧 


FF {ean OOS ,STL hin HH， —a( co 2 十 1 姬 g 


(0o= 于 可 ， Dt Dr ) 
第 一 其 村 十 为 
P=osimr, 下 一 0， GG- ogyv, 
按照 公式 全 .25) 求 得 伪 球 曾 的 高 斯 着 率 


三 员 生 后 二 


工 [Tr rw Ea | 
A 下 他 1 vi 
所 忆 伪 球面 是 各 出 这 移 邮 TRi. 1 

定理 3 在 内 过 几何 意 六 个, 祝 | 
次 痢 僻 球 狸 一 种 ， 


村 -. 


康 戎 面 仅 包 中搜 吾 面 、 桔 


“如. 年 非 欧 几何 
通过 上 眉 的 宇 个 定 忆 己 作 出 了 澡 
面 是 熟知 的 ， 型 在 应 辣 伯 球 若 E 5 日 
何 ， 特别 是 纵 间 其 测 地 线 的 表 才 。， 慑 写 说 出 信 球 :村 儿 何 同 非 欧 几 何 有 
密切 的 关系 . 
0 檀 球 晤 和 论 加 莹 于 弟 晤 汪 上 各 于 夺 ， 站 研 -二 的 协 球 面 
的 第 一 若 术 下 并 可 二 或 
dr dd, (8.12) 
作 参 数 变 欣 


平面 和 处 


fg 


人 ea 


使 伪 球 面 的 点 tw 只 三 自古 下 和 天王 关 间 前作 5 的 点 (2 的 相对 
应 。 这 样 一 来 ， 从 和 被 他 3 至 到 - 2 

如 和 3 时 

B11 了 

8 起 


外 一 


解 出 Ge do, 六 代入 C8.12)， 居中 i 


Cy C8.14) 


这 雪 明 ， 吧 于， 网 定 了 一 个 从 协 球 
面 到 欧 氏 . 寺 六 友 ~ 

我 们 在 .上 汶 尺 电导 入 接 : Ry. 站 
形式 , 而且 丈 它 汐 席 如 en Djincare 卡 平 血 : 记 汉 天。 这 样 的 内 在 几何 
而 区 志平 茄 元 何况 全 六 一 站 这 一 缠 距 喘 身 证 反 协 球 
面 的 测 地 线 且 昌 大 加 症 半 下 上 工 攻 说 各 二 而 且 琵 的 内 在 瑟 


全 二 本 让 


:4 作为 它 的 第 一 基本 


| 


利己 从 旋 了 了 区 球 森 寺 的 由 在 用. 和 : 

人 且 线 是 下 必 床 下 王朝 上 的 半圆. 
可 这 本 一 个 兴国 ， 所 上 说 工 的 任 
和 一 丰 世 形 忒 8.14Y 下 癌 百 出 ,立轴 
J 的 测 端 部 是 “光电 迁 他 ” 


iT 5 站 相 


上 各 


生生 让 
别 一 计 面 ， 泪 这 下 
意 酚 点 出 定 一 
人 一 避 信 琢 2 的; 
的 ， 


62) 上 区 几何 读者 学 这 
几 各 ， jh BE 点 
且 民 弘一 条 直线 与 2 中 1， 现在 夫 的 轴 作 儿 何 时 不 版 立 ， 这 
是 因 福 ， 人 作坊 拱 工 东 半 行 线 ， 详 细 地 说 , 我 人 把 伪 球 珊 的 
测 址 线 妊 作 " 生 线 ”， 也 就 证 党 ， 将 虚 基 先生 尝 面 瑾 上 作为 测 闻 线 的 闪 
阅 右 作 * 直 线 ?， 可 流 具 汪 ， 语 司 医 解 群 下 的 元 何 里， 上述 的 平行 公理 不 


虑 YY， _ | 过 P 而 与 ! 不 
万 实 上 ,如 图 276F7 ! 济 相 变 的 "直线 ” 
| 
| 


泵 : 对 于 五: 上 的 任意 一 
条 “型 线 ?i 过 上 外 的 一 


上 
点 卫 ， 订 以 作 二 的 册 条 六 /NY 4 


行 线 和 无 穷 多 条 与 1 和 “ 和 
交 的 “站 绕 ， 图 276 

在 起 氏 几 何 里 ,一 个 芝 仙 二 的 三 机 的 证 
王 上 中， 我 们 弄 列 了 了 葬 氏 几 后 


也 凯 征 酝 本 上， 平行 公 环 .下 
成 站 了 ， 那 未 ,一 个 “三 和 内 第 衬 辣 千村 名 省 ?人 愉 6 , 二 是 
主 期 -供销 公式 亲切 和 出 ， 这 下 企 小 于 王 ， 那 森 ， 它 辐 严 之 : 
呢 %* 和 希望 恋 者 自己 作出 结 i 共 . 

ne i 其 , 弄 纠 天 、 乌 的 缠 焉 地 创 盗 了 和 帮 欧 放 杂 .FE 
土 所 述 ; 共性 索 骨 了 非 隐 于 加 工 此 球 志 二 的 实现 这 是 山东 和 畸 拉 米 
(1968) 本 史 铀 。 


号. 上 与 小 结 
共和 节 分 绍 王 和 特殊 由 认 : 全 及 点 出 谢 、 援 小 曲面 . 常 曲 率 


“FT 。 


南面 其 中 , 负 沉 砷 雇 阴 而 同 非 欧 几 伸 帮 时 切 的 美 系 。 
了 工 ， 全 脐 点 前 面 

(全 定义 ;第 一 和 第 三 基本 电 处 处 成 比例 的 曲面 

ii es | j= 1 2), 

(2) 解析 特 社 ， TH?= 太 . 

(38) 几 便 特征， 平面 tp 一 站 或 球 商 (关内 ， 

2. 概 小 曲面 

{了 定 广 ， 五 =0 的 曲面 ， 

《2 几何 特征 ， 而 积 丰 和 到 还 历 值 . 

(3) 物理 弄 象 ， 肥 总 异 ， 

3， 常 曲率 曲面 

人) 定义 ， 太 二 常数 的 出 而 . 

{2) 分 类， 在 肉 在 几何 但 关上 下 , 当 贞 诸 和 招商 分 成 二 娄 ， 

《i) 下 一 0 平 宙 

(Giy》 天 一 -于 盖 0 半径 为 o 的 球 商 

Gi 玖 -一 到 ,的 球 而 ， 

零 晶 率 曲面 是 村 殿 基 i, 它 是 福 面 、 詹 面 或 者 切线 面 . 

“4， 韭 殉 几 何 

常 上 曲率 曲面 提供 欧 氏 和 省 欧 几 何 的 模型 ， 

{DD 平面 ， 在 欧 氏 几何 中 ,过 直线 开外 一 点 ,可 引 一 条 且 
仅仅 一 条 与 卫 平行 的 直线 ，: :角形 的 三 内 前 之 和 等 于 m。 

{9) 仿 际 面 ， 在 双 晶 的 非典 几何 中 , 过 “直线 ”了 外 一 点 ， 
可 引 两 条 与 ?平行 的 “直线 “天 无 限 儿 条 与 1 不 相交 的 “ 直 
色 ”，“ 三 角形 ”的 三 内 骨 之 各 小 于, 


+ 呈 区 各» 


附录 卵 形 线 


这 本 微 和 几何 仅仅 涉 豆 图形 的 局 部 人 性质， 图 形 的 局 部 性 
质 同 整 体 性 质 是 有 联系 的 ， 现 讶 ,我 们 以 脏 形 线 为 例 ,向 恋 河 
介绍 曲线 整体 虱 质 的 若干 妆 等 概念 和 万 法 ， 

杯 节 讨论 的 图 形 仅 限于 平面 曲线 . 

在 衬 洛 于， 与 任 .二 玲 的 交点 不 是 过 两 点 的 出 曲 级 称 为 
煞 形 线 , 叉 称 贞 闭 曲 浇 . 

在 卵 形 级 上 的 基准 志 13) 卢 极 值 的 点 称 为 顶 志 ， 在 硕 点 


处 全 让 _0 
”a “ 


i， 四 顶点 定理 印 滋 线 上 上 型 少 存在 四 个 项 点 ， 
【证 】 没 磺 形 线 的 周 长 
为 荆 , 项 率 庆 是 定 尖 在 闭 
区 河上 上 的 广 续 关 帮 外 
轨 此 余人 少 存在 一 个 极 大 他 祝 


一 个 极 小 从， 而 县 极 大 位 访 
段 水 值 交 赫 菠 出 现 ， 记 已 天 
点 个 数 必 定 是 偶数 ， 二 起 内 7 


须 证 明 ; 不 存 作 具 窑 疝 个 磋 点 的 卵 拓 级， 
用 到 证 法 ， 基 国光 线 二 只 有 南 个 项 点 五 入 所， 对 应 的 上 
ES 人 | 种 窜 小 秆 ， 设 直线 卫 忆 的 方程 为 
CD 常数) 
根据 这 形 线 的 定义 ， 站 线 PQ@ 将 孵 形 线 分 成 &P 与 PS 


CE 。 


两 部 分 (箭头 指向 见 图 也， 这 GF 上 的 点 在 直线 PQ 的 正 侧 ， 
使 得 az 二 by 十 c 二 0 PO 上 的 点 全 得 de-+ by 二 0 过 0, 而 且 击 
床 专 从 忆 到 了 单调 上 升 ; 从 六 到 旺 单 洞 下 降 ， 因 此 沿 介 六， 
Gor oo) nD dh 
es 汕 Py， 一 0D, 

这 样 一 来 ,在 除了 卫 .@ 两 点 以 外 的 整 条 孵 形 线 上 


Cost by 0) >, 


从 而 , 港 卵 形 线 积分 
far Byte 人 [1 {1 
彬 是 ,根据 平面 悍 线 的 砷 全 
人 人 Ey 1 Oe 
A + ‘fs » es: 一 下 dg? 
所 Li ’ et 
ne 
和 da ds mk 0 4 "ts ds 
yy | dy | En _ _ 
tts do Os; 
Re + cay 
和 du ds yh 抄 ti e 
= | 0; 
ds os lo ’ 


中 es 一 总， | 
因由 ,对 于 任意 常数 &、 85、 6， 
和 (er+ bu le < ds—0, 
这 与 不 等 式 (1) 亡 盾 ， 证 纺 . 1] 
蒜 酌 人 羽 有 竺 个 顶点 ， 印 册 经 与 长 。 一 的 ;点 ( 电 加 
题 ?， 可 匈 , 孵 形 钱 的 顶点 的 最 4 个 数 认 和 
= 。 


2. 支持 函数 

我 们 规定 孵 有 形 弘 口 工 台 攻 增 攻 的 方向 为 逆 寺 畦 方向 ,在 
CG 上 和 任何 一 点 卫 (, 奶 作 切线 ， 对 
并 从 原点 恕 引 此 切线 拘 惩 线 ， 
设 此 和 拭 级 长 为 Pp,， 2 袁 刁 形 绕 
前 夹 角 为 有 向 角 所 略 2;, 卫 是 
关于 日 周期 为 25 的 图 数 , 呈 

Pp, i2) 

县 切线 方程 为 


rooagdit osing- pH) 0, {3) 
已 邱 曲 线 局 时, 容 电 求 出 切 级 方程 (8)。 反之, 给 定 了 沿 
数 六 一 和 人， 也 可 洪 定 扫 的 方程 . 这 时 : 我 们 把 孵 肉 级 局 膨 
上 成 茹 绿 旋 (3 的 包 络 ， 控 照 第 一 其 6.4 段 的 包 络 线 方 程 
(6.29), 从 13) 解 得 财 形 线 局 的 参数 方程 为 
pg —p sing, 
人 G 
y= pi sn —p nsg. 
甘于 音 微 分 (四 的 第 式 ; 
中 
s 是 的 红 长 参数 ,注意 二 学 是 人 在 情感 的 单位 切 癌 最 
的 第 一 分 基 ， 


一 


Sn 已. 
于 是 , 亿 在 了 点 的 平 蝇 曲率 六 
i 
&, 加 和 工 
a 人 加 


曲率 灶 径 为 pi. 


二 拓 归 


程 据 孵 形 铸 前 性 质 , 07 这 里 我 们 不 若 证 戎 ), 从 而 得 
pip 0. (5) 

综 上 上 所 述 ， 我 们 能 够 利用 满足 条 和 着 司 ) 的 周期 国 数 (2 米 
囊 示 一 条 卵 形 线 .满足 条 件 p+tp' 产 0 且 周 期 为 27 的 沂 数 p= 
DP(9) 称 为 卯 形 弘 的 支持 十 数 ， 

按照 支持 函数 PP 的 在 玉 的 孵 形 维 局 , 其 周 长 把 和 面 
积 百 有 了 简单 的 计算 公式 ， 

ed . 国 Ba 
Le) | Cp pd0 | pea, 


1 


. | i 2 . 有 (6》 
p=| dP 3) ps 到 |。 和 二 和 


-| CP Pd. 
在 上 述 推导 过 程 中 , 次 要 注意 到 六 (的 以 27 为 周期 
P00) =pl2m), PD Pp C2), 
让 及 宫 的 旺 长 泡 鸭 
ds— (pp Ad, 
的 回 吕 50 (图 中 阴影 尘 角 纹 ) 为 
Wh = > pes. 


图 有 
【 侈 了 已 知 支 持 首 数 p=4+sin24， 求 卵 撒 鳅 0 及 其 
周 长 工 和 面积 妈 , 


和 


ee 


解 ， 交 和 抱 计 算 
p22, p= —4 sin29, 
南 淮 吾 逢 RR pp in dd 
直 次 ,将 PD 和 名和 代入 和 总. 香 到 那 形 钱 忆 的 参数 方程 (图 和 


为 
| 下 一 革 | sin Hy 


由 站 二 Cs 人 


出 长 六 i | Dat oT, 

-1 
#0 3 [29 
本 和 为。 -二 ecow- 思 = 


3. 党 宽 曲 线 
凡 形 钱 工 一 对 洋行 切线 与 :之 问 的 距离 称 为 在 
0 ) 方向 的 宽度 ， 记 汶 术 ( 扑 ， 从 疼 55 易 见 
WIO -p+ PL wT), 


图 名 

我 衣 攻 宝座 下 为 常 获 的 邯 形 线 为 党 守 由 

贺 是 常 宽 胆 组， 除了 阅 ， 环 简 单 而 义 芝 省 的 常 宽 上 曲线 如 
列 浴 (Beulesx) 二 用 玫 :山寺 委 阿 听 组 成 ， 千 段 加 中 多 中 心 与 
端点 分 别 刁 一 个 等 边 三 有 影 的 顶点 重合 ， 制 造 一 把 截面 汶 列 
洛 三 角形 前 铣 力 ， 任 能 猎 出 一 仿 方 孔 ( 图 的， 硝 滞 注 角 二 前 
另 一 重 上 号 点 用 是 代为 诈 革 忆 发 动机 竟 三 角 汪 一 邓 线 ， 


sa 芝 和 里。 


按 直 向 长 公式 (6), 常 宽 睹 线 的 周 长 
五 - 人 pO UG 到 pe + p04 ad 


-二 | Wad—Wa. 
也 Jo 
可 题 
1. 证 明 权 贺 += {faeos8, 55in0 Ds; a 二 bb) 怡 有 4 个 顶点 : 
{ 土 d, OICO, 5b), 
2. 设 忆 rT 一 FW3) 是 卯 形 线 , 称 
CO, Fr Ns) (Caw~0) 
为 避 的 外 等 下 科 线 图? 二 生 天 站、 DOD、BRe 人 依次 代表 最 
形 线 避 的 周 长 、 价 家、 支 尘 缠 攻 计 填 深 半 巷 ， 上 学 雇 与 被 # 好 
后 ; 涉 示 曲线 7 的 相应 的 最 ， 流 江 由 ， 
(ly p= p00 Ta; 
03) 2 是 旬 说 线 ; 
【32》 本 (一 下 人 十 叶 
(4 了 二 下 
(BY PY i ma 


(6) CG 与 人 之 加 所 国 的 而 各 d= 于 (T+) 
3. 斌 证明; 常 宽 浊 线 C 的 外 守卫 训 纺 * 也 是 党 宽 曲 线 。 


“人 


习题 一 8%. (1) y= 宫 ， 


(C2) (一 的 (一 人 一 一 入 双 曲 线 ; 


到 4 Fro 《Ha 本 
(8) rp ， 精 回 ; (4 杞 十 全- 一定 双 潮 线 . 3， 


3) r={a+koos gd, atgfi 天 避让 下 |. 4 1 r= {oos 8, sin 0, 于 一 

CoEO sin}:; (C2) 7 | enst, sing, 3sin 图 (— Dr Hd). 

习题 二 和. 提示 : 首先 江 朋 , 站 (ri rs， ra 一 人 时 等 式 成 立 ; 其 次 玉昌 ， 
当 t{ri; fo 8 二 用 和 半 ， 三 前 最 raXra ar rze 不 芋 抽 ,从 而 将 二 

飞 成 a 二 Xr9 Xra 十 ra rit vriX ra 再 决定 系数 入 、v 

习题 三 6 (1) 成 立 ; (0 次 成立: (3) 成立， 了. {1) 数量 ， 

2r 导 ; (9) 数 恒 ,2 《3) 向 撒 ， 站 > 六 《4 柳生， 他， 及 5); 


C5) 向 最 ， 他 XP 十 信 x 六 癌 6) 数量, 工 壮 ， (7) 数 景 ， 


I*| 
rir) rr) es 全 人 
革 文 光 。 8. re i 2 十 可 于 有 PT 。 
13. (11 r=|8 一 t+C, 到 ti eont+ {ty } (C04 04, C0 为 积分 党 
数 ); 《2 一 roe 《ro 为 型 分 常 疝 攻 六 (3) r= 一 二 bts+ 


二 cp 上 CUT Ca 《Cs Cs 为 机 分 党 商量) (4) 当 a=0 rr 一 二 十 画 


当 a=0, r=A08 atiBsn vy at a<d, r=AdmYV— ett 
县 sh at; (4, B 洛 积分 党 向量 ). 
elo rt- B sin nt 


14. 1 (4. 因为 各 分 党 向 量 )。 


e3= — Asinki Boosht 
Ed _ 
习题 四 4. 0 了 TG。 和 提示， 作 参 数 变换 


det, 9. (ly VDE—1), {2) BV sh 2m; (C2) qsh 工 . 
a 


”是 四 四 * 


， .一 
.1) s=| Td, (ay x 全 a 8, (1) m3- 
主 ; C2) IL “Tree 一 1 和 提示 ， 证 晤 ; 二 十， 
了 . 
“Tm 
.C1 入 evilsing, -eng (3) --oalnsir po- 
| 一 [ 1 
习题 五 1, 3 一 Ww 3sh Ee eh Tar 
1 一 
下 所 外 
(1+4 Rin 二 | . 
3 DD) ho 一 
(1++sin: 专 ) | 1]+48in! 一 
二 加 ev 
[i | 
《3) 5 = 一 可 6 
中 (日 红 十 只 8 上 二 3 3 
3) kT ,Ti 
玉 2 
3. (01) T=[- 训 人 ins 一 co8 s, -JT sius|, 
5 了 3 13 5 
N=|- 苛 13 £8, Bin 8, 天 es 8- |- 行 0, -hs T=0; 
,1T 3 2 1 1 1] 一 日 
C2) rs [rs 2 wT, "vi ,0 Vit 
1 — 2s 一 
BT 1 : TT rl i Fd 1 wy EL) 
656. 043) gr 一 a 二 B+c， 两 边 对 ?t 求 二 阶 导数 ， 注意 到 gq" 一 0, 醒 有 
rp tp rr , 因此 (CP rr r= 如 . 的 一 于 St 十 
忌 post 二 Cd 瑟 ,C 过 党 开 )， - 1) 尼 一 站 时， 下 役 大 (2) Bb:=a 
四 了 一 下 只 
和 i TL 一 上 汪 本 
时 ， 三 想 大 。 8. 开 一 二 和 下 人 7 语 oh 9. -LC 和 六 四 
* 2 习 一 上 V3 . 1 3 上 
当 w 一 可 人 11, 0. 1}; a 0, 
二 18， 投 术 ， 注意 曲 级 -7 的 于 心 斩 迹 为 0, 
=rts0d. Rss). 
习题 六 和 4. 说 全 一 wT-| HN 二 vB,， 小 求 得 可 =tT-kB. 
13 |] 一 


六 = TENTiTB, ST CN + 
《8r 十 38r) 吾 ，。 看， 提示， 证 卓 井 线 的 所 有 法 平面 道 过 定点 ,该 定点 在 
-266 。 


是 Cl 是 原点， 尽 4 一 1, 0,04.。 各 . 误 示 : (1) 几何 条 件 沟 半 


二 7 《2) 几何 繁 年 加?-B7， 没 ?= BN LYB. 沁 据 亲人 件 决定 

计数 ,YY, 遇 ， 拉 3 了 一 4 二 RN Yy 有 ， 污 证 系 糙 站 盖 也 记 二 
一 下 ” 

—B, Y= “ 


四 
习题 八 二 提示，CLY 征明 CN NT); 


下 
人 证明 人 ro re = Cr To TO 一 本 ( 开 ). 
3. 讶 未 ， 征明 六 一 上 人， t 一 一 也 9， 下 ~ 一 节 . 
0 : 


3， 提示 ， 证 明 NW* 一 人 一 T= 人 7 


一 | 是- g, 8"'). Mg 9, 0 
.提示 ; f= 


加 i 
6， 提 术 ， TT 一 -BXN- -到 B') -BxB, "af Bx Bas， 


i 


城中 | 如 (一 二 【天 再， 于、 一 -头巾 

习题 九 。 3. (A) A (3) ry 

03) i Cy 一 (5) 2， 《67 Tr gs 
: 

G) 亚 二 机 

习题 十 1 (1) hi (0 机 = 古 和 (9 xm 而 ， 


中 ，(1》 县 加 线 y 一 on 工 :0 施 轮 线 一 全 是 十 ia 加 二 一 cog 夺 性 一 


上 
263; 《3) 在 天 当选 取 的 被 坐 坊 各 中 ;曲线 形式 汶 p90， 是 对 数 辣 线 ; 
4) 确 的 新 伸 绫 raicosd + Ond, Sn 一 Bcoos 时 - 
习题 十 一 1. 0 -> ps) 


vos 


HY (e+ . ~ jsin 召 . 


BI Ht ost 
.1Y op — pend, y=paind+ nod, 


生子 je， 出 - = se- ht } 
Va sd nt yoshist eh:s 


过 人 7 了 


6, OF, re ( eo 
" {Ge Vo Bin Hi eos 7 
(8- 一 ol, 
Wr BT oH 了 
当 台 一 及 一 吾 肝 ,一 【 再 -Qifeos6 an 人 
习题 十 二 ”各 ， 操 六，P 与 i 为 ， 藻 革 壬 系 式 对 加 成 立 ， 作 如 


3 包 站 _ 
tr 人 册 闫 站 过 
表 所 示 的 上 飞行 对 换 : 他 je 美 系 式 对 6 从 
2 ee Hs A fi ET 
成 立 ， 曲 线 C 的 关系 戏 一 一 可， 对接 所 碟 放 了 一 Fin 
MT sin3 站 


Ho 融 式 的 两 边 分 因 柜 葬 , 各 到 TY* 一 7 ge 

习题 十 三 史 ， 提示， 利用 是 3)，65，《1) 半 阐 方 折 物 线 一 引 到 

C32py 一 13，(C2) 衣 轮 二 7* 一 { 引 二 Sin 了 一 让 (Gog 
第 二 章 

习题 一 入， (1) -00sp{oos yp ons 8, ooa gsin 8, ein pls 

《3 一 apeeosg| 过 CE 和 CD8 他 Fein 名 三 Sin 中 


(C3) {fevoosw, evsinu, —v}; CY titosu, Siu 4, DO}; 


(| 一 车 ,一 襄 , 了 ); (6) {i 一 2 一 一 CaP); 
他 echu{— buiohaueosv), —dotolusinv), upishwy)}; 
CB) Shuwfberferty， 一 aeCshieosm -absh ucinot. 

A 2 
习题 二 1. {_f, -1}， 9. bo -3, -> + 1=0. 
8. T={—iC08 Wc, —t0080 508, TSino 十 Di， 
习题 三 41，(1》 准 线 r= 二 qt) nceosw, beiny, 0 一 站 < 十 


只 纺 0 是 = 条 rat ,0 Lo 一 0 二 中 


2S., 1) eu vBin ty, Sinuty eost, vy 
1 

C2) ~ 了 工 二 名 ba i 了 上 

(C3) 2 Tr sing, eosb, — wp} 


se 匡 寺 = 


习题 四 4. 1) a = fa a 全 一 和 一 ,4 上 DD= 


—dabe 人 0 (C2) atay = {0, OU, pt, EI son, Wn, OF, Ci, b= 


大 由， tw = 如， (i, 1 DD=0 
8. 提示 作 埠 籽 挛 控 # 一 是 放 方程 fr 二 qf) 十 红壤 ,起 
中 a = {cos bo, ginv, 时 ;站 四 一 人 -Bin oogt 二 一 让 《如 1 的 一 
ta, a, oC—0., 

习题 五 .ly ds =a el + 

(3) ds = FS ED hy Nd: 


C4 de eh Tutdu ds, (5 dss= qainiude ta cte tars 
人 
(OY dst= (A ni pte eo pro cos: gw dB, 
CY ded Lalsh? wt ed ch i ia? oh ao, 
{BY des ta shiu tt pi el nv + bieh* uw A 
全 + 
69) s(t a Ja 
C10) ds tat + bi 一 Eee 一 可 十 a 二 bd 芋 t2 
C11Y de 二 od 
(12) d= (1 
(3) dsl ea dw? dear au; C4 ds = HE Td, 
(C18) dd 一 侍 寺 宫 并 Yd 二 是 着 线 重阳 玲 : 
《6 3 eos pa dg TY des C+ DV Ao: 
(18Y ds = Fh CF: £9; d= 二 cos) 十 从 Cn 


和 5 了 ，&.、 4 一 用 VI 下 在 加 
Dp 


2. LD) 3. eon0 
总 ，4sroicr。 
习题 六 1) IL=: 一 i 人 1 IL=0008 panyp’, 


Jp 
3) dd CT Tage 二 da 
(5) IL=ceosvia tr eos oe +r; 

Hat 


(0) TL- Va ee Di ol Cab dt dus 


(7) IT Tadrayttdy)， 式 中 记 Pp 一 fo， 9 二 记 ， 
= 旺 阁 筷 。 


fry 8 fy t= fm. 


Tw ， 本 本 
1i. 无 一 证 折扣 2 


C 的 强 长 ， 有 了 二 9 二 和 关 记 二 9 一 0 世宗 8， 更 村 在 扫 点 
处 产 一 站 外 一 中 住 秋 再 主 对 穆 畦 和 切线 的 切 避 寻 9' 一 上 按照 入 ,303 
式 , 攻 =0， 地 ,ntv 寺 V6 本) 二 二 we 人 是 各 分 常数 ), 


2 
1 


. EE “ 


2 Hay du 
培 ， 邮 举 线 缴 分 方程 为 | 1 及 p10 
入 四 上 


习题 八 工 (1 提示 :由 i 形 ? 训 广 从 二 到 2 作 和 ; (2) 
捍 奴 :; 将 洛 . 人 A 人 


4 ， 1 , ,1 
Ls — MH), mL HO, oT 和 NE, 式 中 gq 一 区 


3. (MF LY, 


和 Di Mp: EJ, Th 工 [PR Es 
29 | 


ge Fs), 


PE], Tans Ry Py, I 
329 + 由 


H 
Th Ds, GD ~FG2], [总 Ly 一 EC3Fs G41] 
eh 9 
H. 提示， 利 惠 繁 后 题 。 02)》 投 二， 对 gm :下 人 两 边 美 于 只 
求 导 ,再 利 用 杰 三 (Dy， 9 Cn KR=a: (3) KE 
到 


1 工 
(3) 五 一 一 让 全 一 一 


yu 


习题 九 。 8， w= TT 入 :本 站 和 第 4 荐 中 的 0、 


五 都 是 积分 咒 数 )， (1) wef 
7 | 
全 ) vr + 8. 


hi, 
ff 
和 规 加 一 凡 (8) 


下 = 29) 式 申 卫 冻 的 其 边 分 其 入 除 ， 


"TO" 


示 : 球面 芷 >0, 柱 面 五 一 0, 章 陡 观 曲 贞 下 所 0. 
习题 十 一 工 ， 只 能 是 平面 、 辆 梓 面 或 圆 拱 而 ， 评 明 方 法 是 : 先 计 算 旋 
转 曲 面 r+ 一 {CV)oo8w， 了 Cv)ein& go 的 高 斯 磺 率 吾 , 再 过 证 下 = 


条件 。 器， 提示 :B= gp 二 0, GG 二 lL 下 NN 
扑 上 条件 . 8 提示 : 加 本 po, P=0, TN 0， 


G79 二 NN 一 一 -一 一 0 从 g"=0 导 得 p=au+5b， 所 以 曲 
二 


rT1s 


